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ANVERTENCIA 


La presente obra se halla destinada à completar 
nuestra Geometria (Curso superior) en lo referente 
á los conocimientos necesarios para la resolución 
algebraica ó trigonométrica de los propomos de 
Geometria ó de Agrimensura. 

Para facilitar más el estudio de los elementos de 
la ciencia algebraica y trigonométrica, se ha pro- 
rurado exponer dichos elementos con la mayor pre- 
cisión, sencillez y claridad posibles. Además, con el 
fin de adiestrar en el cálculo algebraico y trigono- 
métrico, se han introducido numerosos ejercicios y 
problemas de aplicación. 

Expuestas las teorías en un todo conformes con 
las de nuestro Curso de Algebra elemental, con faci- 
lidad y provecho se podrá pasar á esta obra más 
completa. 


ALGEBRA 


PRELIMINARES 


1. Objeto del Álgebra. — Algebra es una ciencia que 
tiene por objeto generalizar todas las cuestiones que pueden 
proponerse acerca de las cantidades. 

Para conseguir este resultado, se representan por letras 
los números que denotan las cantidades, y por signos las 
operaciones que se han de efectuar, ó las relaciones que 
entre si tienen las cantidades. 

Las primeras letras del alfabeto sirven para designar las ' 
cantidades conocidas ó dadas, y las aitimas: las cantidades 
incógnitas. 

Por lo tanto, puede decirse que el álgebra es la ciencia de 
las cantidades representadas por letras. 


2. Signos de operaciones. — Los signos usados para 
indicar las operaciones son +, —, x, :.yV 


El signo -| (léase más) indica una adición : a + b indica 
que a se ha de sumar con b. 

El signo — (léase menos) indica una sustracción : a — b 
expresa que de a se debe restar b. 


El signo x< (Iléase muitiplicado por) indica una multipli- 
cación : a><b expresa que se ha de multiplicar a por b. El 
signo >< se sustituye à menudo con un punto (.), y aun puede 
suprimirse cuando los factores estân representados por 
letras : a. b.c, ó abc expresa que se ha de multiplicar a 
por bd, y el resultado por ce. 
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El signo : (léase dividido por) indica una división; a: b 
expresa que se ha de dividir «a por b. La división se indica 
à menudo escribiendo el dividendo y el divisor en forma de 


quebrado : asi % (léase a sobre b) expresa lo mismo que 
ab. 


En fin el signo / , amado radical, indica la extracción 
de una raiz, El indice, que denota el grado de la raiz, se 
coloca en la abertura del radical. Asi las expresiones Va, 
V2b, Vc, significan que se debe extraer la raiz cuadrada 
de a, la raiz cúbica de 2b, y la raiz cuarta de c. El índice 2 
se sobreentiende : Va es lo mismo que va. 


3. Signos de relaciones. — Los signos empleados 
para indicar relaciones entre dos cantidades son : 


=, >, < y &. 

El signo = (léase igual à) indica la igualdad entre dos 
cantidades : 3a = b 4-c expresa que 3a iguala à b sumado 
con c. Las dos cantidades unidas por medio del signo = son 
los miembros de la igualdad; ia cantidad que está à la 


izquicrda de cl se llama primer miembro, y la que está à la 
derecha, segundo micmbro de la igualdad. 


El signo > (léase mayor que) indica que la cantidad que 
está antes de él cs mayor que la que está después: a>b 
expresa que a es mayor que b. 


El signo <L (léase menor que) indica que la cantidad que 
está antes de él es menor que la que está después :b <a 
expresa que b es menor que a. 


El signo -< (léase diferente de) indica que dos cantidades 
son desiguales. * 


Se combinan à veces estos signos ; asi 
a=bselce: a mayor queb ó igualá b; 
a<bsclee: a menor queb ó igual áb. : 


h. Coeficiente. — Llâmase coeficiente el número ó laletra 
que se coloca antes de una cantidad, é indica cuântas veces 
ha de repetirse esta cantidad; por ejemplo en las expresio- 


3 3 , US Rê 
vcs4a, mr y cb, 4,M y 5 son coeficientes é indican que 
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se ha de tomar 4 veces el valor de a, m veces el de x y 3 veces 
la quinta parte de b. 


Nunca se escribe el coeficiente 1 : asi a es lo mismo que 1a. 


o. Exponente. — Llámase exponente un número ó una 
letra que se coloca à la derecha y en la parte superior de una 
cantidad, é indica las veces que está repetida como factor : b? 
(léuase b tres Ó b à la tercera potencia) expresa que la canti- 
dad b está tomada tres veces como factor; es la abreviatura 
«deb>xbxb; a” expresa que a estã tomada m veces como 
factor ; y (a — b)? expresa la segunda potencia de la diferencia 
que lay entre a y b. 

Siempre se sobreentiende el exponente 1 ; asi a es lo mismo 
que «!. 


6. Expresión algebraica. — Llâmase cexpresión alge- 
braica la indicación de las varias opcraciones que han de 
efectuarse con números representados por letras * 


60%, ab, v5ab, lp 


gon expresiones algebraicas. 


Una expresión algebraica es racional cuando no ticne nin- 
gún radical, é irracional en caso contrario Es entera cuando 
no tiene denominador, y es fraccionaria cuando tiene dena- 
minador. 


Guºb es una expresión entera y racional. 


8a“b? a : E 
3 es una expresión fraccionaria y racional. 





En fin 302/b y xy3 son expresiones irracionales. 


7. Término. — Término es toda expresiôn algebraica 
cuyas partes no están separadas por los signos + 6 —, 


Asi -  S8a?, 5aib, Vac son términos. 


Los términos precedidos del signo + se llaman positivos, 
y los precedidos del signo — se llaman negativos. 

Se sobreenticnde el signo qa delante de un término posi- 
tivo solo ó que da principio à una serie de otros términos. 


8. Grado de un término. — Llámasc grado de un 
término entero la suma de los exponentes de las letras que 
contiene ; si es fraccionario, es la diferencia entre el grado 
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del antecedente y el del consecuente; en fin, si es irracional, 
el grado dc la parte irracional es igual al cociente del grado de 
la cantidad subradical por el índice del radical; asi los térmi- 


nos 3a?b, Es y aNctbf son de tercer grado. 


9. Términos semejantes. — Llámanse términos seme- 
jantes los que tienen las mismas letras con los mismos expo- 
nentes, sean cuales fueren sus coeficientes y signos ; asi, 3ab? 
Y 5ab* son términos semejantes. 


10. Reducción de los términos semejantes. — Esta 
operación consiste en sustituir varios términos con uno solo. 

Para reducir varios términos semejantes à uno solo, se su- 
man por una parte los coeficientes de todos los términos posi- 
tivos, y por ótra los de todos los términos negativos ; la dife- 
rencia de estas dos sumas, con el.signo de la mayor, es el 
coeficiente del término único que debe reemplazar à todos los 
demãs. 

Asi el polinomio 6aº —2u' + uv se convierte en 5a. 

Del mismo modo Sa*b — 3ab? + 8a?b + ab? — Ja*b se 
convierteen 6a?b — 2ab?, 


11. Monomio, binomio, polinomio. — Monomio es 
la expresión algebraica que consta de un solo término. 


EJEMPLO. 10abcs. 

Binomio es una expresión que tiene dos términos. 
EJEMPLO. | Sab — 4c*, 

Trinomio es una expresión que consta de tres términos. 
ESEMPLO. 2º + pr +-q. 


Polinomio, en general, es toda expresión algebraica que 
consta de varios términos. 


Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos 
son de un mismo grado. 


EJEMPLO. 6ab* — 4aºb? L Sab — d+. 


12. Ordenar un polinomio es escribir todos sus térmi- 
- nos cn tal orden que los exponentes de una letra llamada 
letra ordenatriz vayan aumentando à disminuyendo. 


[a 





fog o ci Eq mi Es TR * a = 
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Asi el polinomio 4a* — 3a!b — 203b? + 8a?b* + ab! — bº 
está ordenado con relación à las potencias descendentes de a, 
y también con relación à las potencias ascendentes de b. 


13. Valor numérico de una expresión algebraica. 
— Llâmase valor numérico de una expresión algebraica el 
número que resulta sustituyendo cada letra con el número 
- que se le atribuye, y ejecutando las operaciones indicadas. 


Asi el valor numérico del monomio 4a*b*c, en el supuesto 
de que a=2, b=1 y c=4, será: 
4, 23,143, 4—-128. 
Asimismo el polinomio — 3ab 459? | Vc, en el supuesto 


de que «a=2, b=4 y c=9, tendrá por valor numé- 
rico = 1. 


PARTE PRIMERA 


CÁLCULO ALGEBRAICO 


sl — Números algebraicos. 


14. Nociones generales. — Hemos visto en Aritmética 
que número cs cl resultado de la comparación de una mag- 
nitud con ótra dc su especie, amada unidad; este resul- 
tado es la medida de la magnitud. 


Pero, como hay magnitudes susceptibles de ser contadas 
en dos sentidos diferentes, 6 de tener dos significados 
opuestos, no basta esta medida para determinar por com- 
pleto la magnitud. — Asi ocurre en los ejemplos siguientes : 


1º El saldo de las varias operaciones que efectúa un ahi: 
quero puede ser ó una entradu ó una satida. 


2o La temperatura de un cuerpo se mide con el termó- 
metro, y se representa por cierto número de grados sobre 
ó bajo cero. 


3º La duración pucde contarse ya antes de una dida 
determinada, ya despues. 


4 Una distancia puede seiialarse en dos sentidos opuestos, 
con relación à un punto de origen determinado. 


La fórmula que indicaria el valor de estas varias magni- 
tudes, medidas con sólo los números que proporciona la 
aritmética, no daria más que su valor numérico y no su 
sentido. Asi, por ejemplo, no basta decir que el termómetro 
marca 8º, sino que se debe aiiadir que son grados sobre ô 
bajo cero.. 


De aqui resulta la necesidad de crear nucvos números 
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que senalen no sólo el valor numérico de las cantidades que 
miden, sino también su sentido : lo que se consigue por 
medio de los-signos distintivos (+) y (— ). Los números, 
' 6medidas de las magnitudes, precedidos delsigno (+) 6 (— 
se llaman números algebraicos para distinguirlos de los 
números aritméticos que no llevan signo alguno. 


15. Números positivos y números negativos. — 
Según una convenciôn se llaman números positivos à los 
números precedidos del signo (+), y números negutivos à 
los preceilidos del signo (—). 


Preciso es tener presente que aqui no indican los signos 
(+) 6 (—) una operación que debe efectuarse, sino que 
sirven tan sólo para distinguir las dos clases de números 
que constituyen los números algebraicos. 


16. Valor absoluto y valor relativo. — Valor abso- 
luto de un número algcbraico ces el número aritmético obte- 
nido haciendo caso omiso de su signo; valor relativo es el 
del número tomado con su signo. 


“17. Números iguales, números desiguales. — Dos 
números algebraicos son' iguales cuando tienen 'el mismo 
valor absoluto y el mismo signo ; son desiguales en el caso 
contrario. 


qi aa : números iguales. 
(—3)4(— 5) 


(— 5) (+82) números desiguales. 


18. Números opuestos. — Llámanse números opues- 
tos los que tienen el mismo valor absoluto y signos contra- 
rios. 


Asi (+8) y (—8) son números opuestos, 


19. Comparación de los números positivos y 
negativos. — Tomémos por término de comparación el 
haber de dos personas; llamemos A y B á estas personas, y 
consideremos los tres casos siguientes : 


4º A tiene 5 pesetas, y B no tiene nada, pero tampoco 
debe à nadie. Entonces el haber de À es 5, y cl Re B, cero; 
tendremos : 


5>0 6 0<:5. 
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2º A no debe nada; B tiene una deuda de 5 pesetas. 
Si el Raber de A se representa por cero, — 5 representará, 
por convención, el de B, ya que en realidad fiene 5 pesetas 
. menos que A; esto se expresa asi: 


—5<0 6 0>D-—&.- 


3º A tiene una deuda de 5 pesetas, y B una detida 
de 10 pesetas. De igual modo podemes decir que el que tiene 
una deuda de 10 pesetas posee menos que aquél cuya deuda 
es de 5 pesetas; luego + 


—140<—5 6 —5>D>-—10. 


1 


20. Consecuencias. — 1º Todo número positivo es 
mayor que cualquier número negativo; 

2o De dos números negativos, el mayor es el quê tiene 
menor valor absoluto ; 


30 Todo número positivo es mayor que cero, todo número 
negativo es menor que cero, y tanto más pequeno cuanto 
mayor sea su valor absoluto. 


21. Escala de los números. — Siendo ilimitada la 
serie de los números positivos, asi como la de los números 
negativos, se representa por oc (infinito) el número infinita- 
mente grande en valor absoluto ; por lo tanto la escala de los 
números considerados en Algebra se exticnde desde — oc 
hasta +-oc, lo que puede representarse del modo si- 
guiente : 


=0€<...—10<L—1<0O<+1<+10...<+oc 


$ II. — Adición. 
; e 
22. Definición. — Sumar varias expresiwnes algebrai- 
cas es buscar ótra tal, que su valor numérico sea igual á la 
suma de los valores numéricos de las expresiones dadas. 


Adición de dos monomios. — Como la adición de 
dos cantidades A y B se indica por tai asi scrá 
cuando se trate de dos monomios. 


Para sumar los dos monomios A Gab! y B=3ab, 
se escribirá : 


A+ B-- 6ab' + 3ab. 
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Adición de dos polinomios. — Sean los dos polino- 
mios : 


P=a-b-+c, 
Q=m+4n—p»p. 
La adición se indicará del modo siguiente : 
P+QO=(a-bH)+H(m+In—p), 
esto es P+Q=a-bl-clmIn—». 
23. Regla. — Para sumar varias cantidades algebrai- 
cas, se colocan iinas à continuación de ólras con los signos de 


sus términos respectivos. Si la suma contiene términos 
semejantes, se reducen. 


EseupLo. — Sumar los polinomios : 
P = 3bº + Tab — 20º, 
Q=2b — 3ab +- 5a?. 
Tenemos: P1+-Q=3b"1-7ab— 20º | 2b' — Jab +- 5a?, 
ó sea P+Q=5b"4-4ab + 34º. 
Notas. — I. — Para facilitar la reducción de los términos 
semejantes, se colocan únos dehajo de ótros. 
EsempLo. — Sumar los tres polinomios : 
4a?b* — Gab? +- 4ab 
Z2aº%b! — 3aºb? — hab 
dab — 4a%b' — Ja3b? 


Se escribirá :  4a'b? — Ga'b? 1- 4ab 
— 3a?bº + 20ºb? — 4ab 
4a*bs — 3aºb? +- Sab 
5aºb* — 7aºb? |-Dab 
II. — À menudo la adición de-varios polinomios se indica 
sin efectuarla inmediatamente ; para cello, cada polinomio se 


pone entre parêntesis, y se escriben estos parêntesis únos á 
continuación de ótros, uniêndolos con el signo +. 


Para indicar la adición de at-b con ctd y con 
-— a-l-d—c, escribiremos : 


G+)He+)+-a+ri—s. 
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$ III. — Sustracción. 


24. Definición. — Restar dos cantidades algebraicas 
es buscar ótra tal que su valor numérico sea igual á la 
diferencia de los valores numéricos de las dos expresiones 
dadas ; 


6 de otro modo : 


Sustracción algebraica es una opcración que tiene por 
objeto, dadas dos expresiones algebraicas, encontrar ótra 
que, sumada con la segunda, dé la primera. 


Sustracción de dos monomios. — Para restar una 
candidad RB de otra candidad A, sec escribe À — B;, asi 
haremos cuando se trate de dos monomios. 


Réstese B=5b de A=—8a. 


Tenemos: A-B=-"8a—5b, pues, al afiadir à esta 
diferencia el sustraendo 5b, resulta cl minuendo 8a : 


8a — 5b + 5b = 8a. 
Hay que operar del mismo modo cuando, de un polinomio, 
se debe restar un monomio. 
Sustracción de dos polinomios. — Sea de restar el 
polinomio B=m+4n—p 
del polinomio A=a-—-b4-c. 
Para restar el polinomio B del polinomio A, basta escribir, 


à continuación de los términos del polinomio À, los térmi- 
nos del polinomio B, con los signos cambiados : 


A-B=a-b4t-c—-m—n+p. 


En cfecto, al afiadir à esta diferencia el sustraendo B, 
resulta cl minuendo A : 


u—-btc—-m—-n+tpt-mptn—p=a-b+-c. 
25. Regla. — Para restar una cantidad algcbraica de 


ótra, se escribe primero el minuendo, y à continuación el 
sustraendo, cambiando los signos de sus términos. En 


seguida, se reducen los términos semejantes, si los hay. 
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EsempLO. — Búsquese la diferencia de los polinomios : 
A = 40º%bc — 3aºb%c + 20ºb — a?c 
B = 3aºbc — atc +- ab — 3aºb?c. 
Para facilitar la reducción de los términos semejantes, se 


los escribe unos debajo de ótros, cambiando los signos dei 
sustraendo : 


4a'be — 3a?b?c + 2aºb — ac 
— 3aºbc + Saºbic — a*b ac 
y resulta : abc +- a?b 
Notas. — I. — Á veces se indica una sustracción sin efec- 
tuarla inmediatamente. Para ello sc pone entre parêntesis cl 


sustraendo, y se lo escribe à continuación del minuendo, 
poniendo fuera del parêntesis y à su izquierda el signo —. 


Un paréntesis precedido del signo — sellama negativo ; 
para quitar este paréntesis, hay que efectuar la sustracción 
indicada. | | 


EJempLOS. — 1º Del polinomio A =44*4-b? 
réstese el polinomio B==5b? — 2uº 4- ct. 
Se indicará la sustracciôn escribiendo : 
A-B=4a?4+bi— (5b?— 293 4 c3). 


Y para efectuarla, se suprimirá el parêntesis y se cambiarân 
los signos de los términos que encierra, teniendo presente 
que el término 5b? es positivo. 


Luego, se tendrá : 
A—B=4a14b!—5b' 4 20º-— e, 
y después de la reducción : 
“A — B=— 60? — 4bº — cà, 

2º Del polmonio A=6ax— b? 
réstese el polinomio B=- 44x — (Sb? — 4c), 

Se escribirá : | 

A—B= (6ax—b?) —[4ax —(3b? — 40)]- 
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Para efectuar la operación, se quita primero el parêntesis 

que va entre corchetes : 
[4az — (3b? — 40)]= 4ur — 3b? + 4c, 
y asi se vuelve al ejemplo precedente : 
A—B= (64x — b?) — (4ux — 3bº 4- 40), 
ósea A-B=6xv—b!—4ax-43b! —4c, 
Y después de la reducción de los términos semejantes : 
A-—B=2a7 425! — 4c. Co 

II. — Siempre pueden ponerse entre parêntesis varios tér- 
minos de un polinomio ; si el parêntesis ha de estar prece- 
dido del sigao +-, los términos que encierra conservan sus 


signos respectivos ; si ha de estar precedido dd signo —, log 
términos cambian de signo. 


Asi el polinomio 
pib de pg 
puede escribirse : 
(at-btr(-etdt+to)o-—-Af—g); 
pues, al suprimir los parêntesis, resulta el polinomio pro- 
puesto. 


HI. — En álgebra el vocablo adición no es sinónimo de 
aumento , ni el vocablo sustracción lo es de diminución. Al 
afiadir un polinomio à otro polinomio, habráã aumento si el 
valor numérico de aquél es positivo, esto es, mayor que. 
cero; en caso contrario habrá dininución. 


Asimismo, al restar un polinonio de ótro, habrá diminu- 
ciôn si el valor del sustraendo es positivo; al contrario, 
habrá aumento si este valor es negativo. 


$ IV. Multiplicación. 


26. Defiuición. — Multiplicar dos expresiones algebrai- 
cas es buscar ótra cuyo valor numérico sea igual al pro- 
ducto de los valores numéricos de las expresiones dadas ; 


ó de otro modo : 
Llâmase producto de dos números algebraicos un número 
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cuyo valor absoluto es igual al producto de los valores abso- 
lutos:de los números dados, cuyo signo es (+) 6 (—) según 
que los dos números tengan ó no el mismo signo. 


De donde resulta la 
21. Regla de los signos : 
++ multiplicado por + da + 


-— » +» 
em » — "2 — 
-— » | - o» + 


Esta regla se enuncia del modo siguiente : El prodicto 
de dos términos de igual signo es positivo, y el producto de 
dos términos de signo contrario es negativo. 


28. Multiplicación de dos potencias de una mis- 
ma letra. 
Sea ><a. 
De la definición dcl exponente (no 5) se infiere que , 
Wxa=aaadua ==? 

. Regla. — Para multiplicar dos potencias de una misma 
letra, hay que escribir esta letra con la suma de sus expo- 
nentes. 

29. Multiplicación de un monomio por ótro. 
Recordaremos este principio de aritmética : 


No se altera el producto de varios factores, cuando se 
invierte el orden de ellos. 

Sea de multiplicar 5a'b'c por 3a?b. 

Tendremos:  Sa'biec>x 30º%b = 5.0t.b*,c,3.02.b, 
é invirtiendo el orden de los factores, 

É 5.3.0t,02.b?,Db.c. 
Efectuando los productos indicados, resultará : 
15aºb%c, 
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Rogla. — Para multiplicar un monomio por otro mono- 


mio, se multiplican los coeficientes, y à continuación se 
escriben las diferentes letras que contienen, poniéndoles un 
exponente igual á la suma de los que ticnen en ellos. Sr 
una letra se halla sólo en un factor, se le da por exponente 


el mismo que tiene en este factor. 

30. Multiplicación de un polinomio por un mono- 
mio. | 

Sea de multiplicar al-b—c porm. 


Ya sabemos que para multiplicar una suma por una canti- 
dad, se debe multiplicar sucesivamente cada úna de sus 
partes por esta cantidad y sumar los resultados. 


Por lo tanto hay que repetir m veces cada término del 
polinomio dado ; aplicando la regla anterior, resultará : 


(at-b—c)m=am-bm—cm. 
Regla. — Para multiplicar un polinomio por un 


monomio, se multiplica cada término del polinomio por el 
monomio, y se suman los resultados. 


Nota. — Si tuviéramos que multiplicar un monomio por 
un polinomio se invertiria el orden de los factores, vol- 
viendo asi al caso precedente. 

31. Multiplicación de un polinomio por ótro. 

Sea de multiplicar a—b por c—d. 


Representemos por V el valor numérico de a—b, s 
tendremos por producto : 


P=V(c—-d)=Vc—Vd=Vec4V(—d) (nº 30). 
En vez de V, pongamos la expresión cquivalente (a — b) 
y tendremos : 
P=(a—-b)jct(a—b)(—d). 


Lo que manifiesta que para obtener cl producto pedido, 
hay que multiplicar el multiplicando por cada término del 
multiplicador. 


Apliquemos la regla precedente (ns 30) y la de los signos : 
P=ac—bc—ad+- bd. 
Dc donde se deduce la siguicnte 
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Regla. — Para multiplicar un polinomio por ótro, se 
multiplica todo el multiplicando por cada término del mul- 
tiplicador, observando la regla de los signos. 4 se suman. 
los productos obtenidos. 


- Apliquemos esta regla al ejemplo siguiente ; 
Multipliquese 3a* — 4a? b +4-2ab? — b3 
por Z2a* + ab — 3bº. 
La operación se dispone como se ve à continnación : 
Multiplicando * 3a8—4ab|-2ab! — b? 


Multiplicador Z0*t-ab —3b 

. Producto por 2a* 6a*—8a'b + 4a%b*— QDa?bs 

Producto por ab +3a*b — 4a8b2 + 2Q20ºb'— ab! | 
Producto por — 3b? — 9a'b? + 120ºb3 — Gab! -|-3b* 


Producto total — 
— Reducido 6a* — Sa*b — 9a3b? 4-12aºb — Tab! + 3b5. 


Después de ordenados los dos polinomios con relación á 
las potencias ascendentes ó descendentes de una misma letra, 
para que la reducción de los términos semejantes se ejecute 
más facilmente, y habiendo colocado el multiplicador debajo 
dêl multiplicando, se busca el producto de todos los térmi- 
nos del multiplicando por el 4er término del multiplicador, 
diciendo : 


+ 39º multiplicado por + 2a? da +- 6a 


— ha?b » + 202) » — 8atb 
+ 2ab? » + 24º » + 4usb? 
— b? » + 2a? » — QD, 


Encontrado ya el primer producto parcial, se multiplican 
todos los términos del multiplicando por el segundo término 
del multiplicador, diciendo : 

+ 39º multiplicado por - ab da + 3atb, 
y asi sucesivamente ; y resulta el segundo producto parcial : 
Satb — 4aºb? | Za?b? — ab', 


que se puede colocar à continuación del primero; pero, para 
facilitar la reducciôn, es preferible escribir los tér minos 
semejantes únos “debajo de ótros. 
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Procediendo del mismo modo, resultará el tercer producto 
parcial : 


— 9ab? J- 120ºb3 — Gab! + 36º. 


El producto total es la suma de los productos parciales; | 


después de reducidos los términos semejantes, resulta : 
Gas — Sa!b — 9u8b? A 120ºb3 — Tab! + 35º. 


32. Notas. — I. — Habiendo ordenado el multiplicando y el 
multiplicador con relación à las potencias descendentes de a, 
el primer têrmino 6aº del producto es del grado mayor en a, 
por ser el producto de dos términos en los cuales la letra a 
tiene marjor exponente. Por igual razón, el último término 355 
del producto es del grado mayor en b. 


Lucgo, el primer térnvino del producto, ast como el 


último, no se reducen con ningún otro término. 


De donde se inficre que el producto de dos polinomios ha 
de tener à lo menos dos términos, después de verificada la 
reducción de los términos semegantes. 


II. — Si no sc quiere efectuar inmediatamente una multi- 
plicación algebraica, se pone cada factor entre parêntesis y se 
colocan úno al lado de ótro, sin interposición de signo. 


st, para indicar la multiplicación de a;-b por a—»b, 

se escribirá : (a + b) (a — b). 
33. Potencias. — Al multiplicar —a por —a, re- 
sulta + a?, segunda potencia de a; al multiplicar + «a? 
por —a, resulta — aê, tercera potencia de — a; al mul- 


tiplicar —a? por —a, resulta -+-a!, cuarta potencia 
de —a; y asi sucesivamente. 
Luego —a=—a, 
(— a)? = + q?, 
(—a)=— a, 


(— a) Re Sr a*, 
De donde se infiere : 
jo Que las potencias pares de una cantidad ei ada son 


positivas ; 


2Zo Que las potencias impares de una cuntidad negaliva 
son negativas. 
Bm 


4 
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34. Fórmulas notables. — Hay algunas multiplica- 
ciones notables cuyo producto conviene tomar de memoria. 
as-b a—b ab 
ab a—b a—b 
a + ab at — ab q tab 
+ab +b —ab-Eb o. —ab—b 








a + Qb+bd a—2ab+4-b aq — b 


Se suelen inditar estos resultados como sigue : 


(a+bi=a+ d+ Cab; 4) 
(a-bi=a+b-—92ab; (2 
(atb(a—b) = q*— b?, (3) 


Estas tres fórmulas se enuncian del modo siguiente : 


El cuadrado de la suma de dos números es igual al cua- 
drado del primero, más el cuadrado del segundo, más dos 
veces el producto del primero por el segundo. 

El cuadrado de la diferencia de dos números es igual al 
cuadrado del primero, más el cuadrado del segundo, menos 
dos veces el producto del primero por el segundo. 

El producto de la suma de dos números por su diferen- 
cia es igual al cuadrado del primero, menos el cuadrado 
del segundo. 


395. Nota. — De las tres fórmulas anteriores se infiere 
que puede sustituirse : 


jo a +-b'+-2ab con (ab) (a + bd); 
do 2 ty—Zy o» (v—y (x —3); 
g m — nº » (mtAn)(m—n). 
Hay que notar también que puede sustituirse | 
(a — b)) con (b— a), 
pues en ambos casos el producto es: 
q? + b? — Q2ab. 


En el cálculo algebraico se usan muy à menudo estas 
transformaciones, 
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$ 'V. — División 


36. Definición. — Dividir dos expresiones algebraicas 
es buscar ótra cuyo valor numérico sea igual al cociente 
de los valores numéricos de las expresiones dadas. 


| 37. Nota. — Las reglas de la división se deducen de sus 
correspondientes de la multiplicación, por ser el divi- 
dendo el producto del divisor por el cociente. 


Por lo tanto, si el dividendo es positivo, el divisor y el 
cociente tendrán un mismo signo ; si el dividendo es negativo, 
el divisor y el cociente han de tener signos diferentes. 


Luego, -/ dividido por +4- da + 
E 


40 ao 
mu » — >» + 


Lo que se enuncia del modo siguiente : El cociente de dos 
términos de igual signo es positivo, y el cociente de dos tére. 
minos de signo contrario es negativo. 

38. División de dos potencias de una misma letra, 

Sea de dividir a* por a?. 

El cociente será : q*-3=q*. 


Para demostrarlo, basta averiguar que al multiplicar a? por 
el divisor u?, resulta el dividendo a. 


En efecto, tenemos (no 28) : 
as < q? = qº. 

Regla. — El cociente de dos potencias de una misma 
letra es igual à esta letra con un exponente igual al expo- 
nente del dividendo, menos el exponente del divisor. 

39. Exponente cero. — Dividase aº por a. 

a* dividido por a da: a*-3, 6 sea qº; 


pero una cantidad dividida por si misma da 1 por cociente; 
luego aº es igual à 1, es decir que toda cantidud que liene 
cero por exponente es igual á la unidad, 
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40. Exponente negativo. — Dividase aº por as, 
Aplieando la regla del no 38, tendremos : 
W:ai=a-"—qr, 
lo que puede expresarse del modo siguiente :. 
. as a? 


3. O se 
io Ci “ 





: | 
Pero = =1; lucgo el cociente será + y por lo tanto, 


' E 4 
— 2 
a es lo mismo que ê 
q q? 


De donde se inficre que toda letra cuyo exponente es 
negativo representa un quebrado que tiene 1 por mumenra- 
dor; y por denominador, la misma letra con igual expo- 
nente, pero positivo. . 


41. División de un monomio por ótro. 

Sea de dividir 12aº%b%c por 4932. 

Ya sabemos ane 12uºbºc es el producto de 4a*b? por un 
factor tal que multiplicado por 4a'b? reproduzca 12aºb?c 

Pero el factor que multiplicado por 4 da 12, es 3; 


» B uS » 08 » as; 
p » ; DP» b? » 4. 


Por último, la 1etra c que no está en el divisor tiene que 
hallarse en el cociente (no 29). 


Luego, el cociente será 3aº%c, pues al multiplicarlo por 
4a*b?, resulta el dividendo 12aºb2c. 


Asimismo, 164º%b? dividido por — 8ab? da — 22º. 


| Regla. Para obtener el cociente de dos monomios : 
jo Se aplica la regla de los signos; 
20 Se divide el coeficiente del dividendo por el del divisor; 


30 Se escribe cada letra del dividendo, dándole por ex- 
ponente la diferencia entre los exponentes que tiene en el 
dividendo Yy el divisor. Si una letra sc halla sólo en el divi- 
dendo, se escribe con el exponente que tiene en este tér- 
mino; y se omiten las letras que entran en ambos términor 
con igual exponente. 
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42. Nota. — Si la división se efectúa sin residuo, el 
cociente es un monomio entero. 

La división de dos monomios será imposible : 


4º Cuando el coeficiente del dividendo no sea múltiplo del 
coeficiente del divisor; 


2º Cuando alguna letra tenga en el divisor mayor expo- | 


nente que en el dividendo; 

3º Cuando en el divisor haya alguna letra que no esté 
en el dividendo. 

En estos casos, se indica solamente la operación, poniendo 
los dos monomios en forma de quebrado. 

43. División de un polinomio por un monomio. 

Sea de dividir por d el polinomio A + B— CG. 

El cociente será : 

A B G 
| datada: 

En efecto, al multiplicar este cociente por d, resulta el 

dividendo AD - -— E: 


trt a = a) dSASB-O quo 30). 


Por lo tanto - E + — S representa el cociente pedido; 


lo que se escribe del modo siguiente : 
AfB-C A, B G 
d - d d d 

Regla. Para dividir un polinomio por un monomio, se 
divide cada término del polinomio por el monomio. 

Nota. — Raras veces es posible la divisiôn de un polir 

nomio por un monomio ; cuando no, basta escribir el divi- 
dendo y el divisor en forma de quebrado. 
" En cuanto à la divisiôn de un monomio por un polinomio, 
siempre es imposible, pues cl cociente (aunque no tuviera 
sino un término), inultiplicado por el divisor, daria un poli- 
“nomio. 


44. División de un polinomio por ótro. 


Sea de dividir 15! — 199% 1 114a?b? id 
por 5a? — 3ab. 
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Habiendo ordenado los dos polinomios, con relación á las 
potencias descendentes de una misma letra, lo que siempre 
puede hacerse, se tendrá presente que el primer término del 
dividendo es el producto sin reducción del primer término 
del divisor por el primer término del cociente (no 32, [); luego 
se hallará el primer término del cociente dividiendo 15a* 
per 5a*. Se multiplicará el divisor por el término obtenido, 
y el producto se restará del dividendo; asi resultará un 
resto ordenado cuyo primer término será el producto sin 
reducción del primer término del divisor por el segundo tér- 
mino del cociente; luego se encontrará este término, dividiendo 
el primer término del resto por el primer término dei divi- 
sor. En séguida se multiplicará el divisor por este segundo 
término, y del primer resto se sustraerá el producto. Y asi 
sucesivamente. ao 


Hé aqui los detalles de la operación : 
Dividendo 154º — 199º%b + 11aºb? — 3ab? | 5a? — 3ab 
— 450º + 9ab 32? — 2ab + db? 


fer resto O — 100 + Matb! — Sab? 
o +100%b— Gab? 


9o resto O + 5atbl— 3ab? 
— Sab! + 3abs 


scr resto 0 


Estando ordenados el dividendo y el divisor con relación 
à las potencias descendentes de a, se procede asi: -15a! 
dividido por —+5a2 da +3a?, que se escribe en el co- 
ciente. + 5a? multiplicado por +3a? da +15a!, y, 
para la sustracción, se cambia su signo y se escribe debajo 
de 15a!. —3ab multiplicado por +34? da — 99%, 
y, para la sustraeción, se cambia su signo, v.se escribe à 
continuación de — 15aº. 


Reduciendo los términos ssmejantes, resulta el primer 
resto, ó sea : 
— 100ºb + 110ºb? — 3ab3. 
Del mismo modo se divide —10a%b por +-5a?, vel 
cociente — 2ab será el segundo término del cocicnte. 


Se multiplica el divisor por este término, se resta del 
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mismo modo el Droduaio del primer resto, y asi resulta 
el segundo resto : 


+ 5a?b? — 3abs, 


Se divide + 5a?b? por +-5a?, y el cociente -|- bº será el 
tercer término del cociente. Sé multiplica el divisor por este 
término, y se sustrac el producto del segundo resto. - 


De que el resto es cero, se infiere que 30º — 2ab +- bº es 
cl cociente exacto de 15at — 49aº%b + 14aºb? — 3ab' por 
duº — 3ab. 


45. Notas. — I. — La división de dos polinomios es 
imposible : 


" 4o Cuando, ordenados los dos polinomios con relación à 
las potencias descendentes de una misma letra, el primer 
término del dividendo no es divisible por el primer término 
del divisor; 


9º Cuando el último término del dividendo no es divisible 
por el ultimo término del divisor ; 


3º Cuando, en la operación, sucede que en un resto el 
exponente de la letra ordenatriz es menor que el de la misma 
letra en el divisor; pues entonces el primer término del 
resto no será divisible por el primer término del divisor. 


Por lo tanto, la división de 7a!ta'b— 6aºb? poi 
da* + ab? es imposible, porque 7a* no es divisible por 5a. 

Lo mismo que la división de 8uºb — 5a?b? + 4ab* por 
as — 2a2b no puede ejecutarse, porque el último término 
4ab* no es divisible por — 209ºb. 

También es imposible la división siguiente, porque el pri 


mer término del resto no cs divisible por el primer términç 
del divisor. 


8a? + 20ºb — Tab? 4 2bº | 44? [+ 3ab — b? 
— 893 — 6aºb +- 2ab? a — b 


O — 4atb— Sab? + 9 
+ 4a?b + 3ab* — bº 


O —2ab! 4. bs 
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La operación manifiesta que si del polinomio propuesto 
se restara — 2ab? +- b?, resultaria un polinomio divisible 
“por 44*1-3ab — b2. 


II. — Cuando no se puede ó no se quiere cfectuar una 
divisiôn, se indica la operación poniendo el dividendo y 
el divisor en forma de quebrado. 


División de un polinomio por un binomio 
de primer grado. 


46. — El resto dela división de un polinoniio entero ! orde- 
nado con relación à x, por un binoniio de la forma x—a, 
es igual al valor que tona el polinomio cuandôó se sustituye en 
él x con a. 

Así, el resto de la división del polinomio a! + ax? — a! por 
ga—a será: a tai—a?, 6 sea as. 

Pero la división de x!—3ax? + 2a? por vx—a será exacta, * 
pues el resto a!— 3a: 4 2aº es igual à cero. 


47. Nota. — Si el divisor fuera x+a, se sustituiria 
x con —a 


AS. Cocientes notables. — 1º xm-— am siempre es divisible 
por x—a. 





EJEMPLO : 
oS—a | v—a qt—a |e—a 
+ ax? q + ax + .a? +ax |taxºIalx+4- as 
+ ax — a? + ai? 
— atx + a? + air — as 
0 /õ-. — air + at 
| 0 
2º xm + am nunca es divisible por x—a. 
EJEMPLO : 
cota |x—a eta! | x—a 
+ar? |aprar+a? +a |3rar jarra. 
+ air -- a? + ata? 
— qtx + a? + asa + aé 
+. — ata + qt 
+ 204 





1 Un polinomio es entero en x cuando esta letra no se halla en el deno : 
minador y no tiene exponente fraccionario ni inconmensurah'e. * 


30 
3º xm— am es divisible por 
EJEMPLO : 

o — a? eta. 
eat [Dara 


+ a'ix— q? 
— ix— a! 


— 993" 





do xm tam es divisible por | 


par. 
EJEMPLO : 
vita ilrxta 
— quo gl—axta 


+a'x-+a? 


0 





x-+- a sólo cuando 


“= q 


ÁLGEBRA 


m es par, 


qt—a jxv+a 
o — ag? + ata — a? 
+ q?x? 
— ix — q4 


+ ale tas 
D) 


xt+a sulo cuando m es im 


gta il rita 
-— (o) v3 — que? + atx — 3 
+ qu? a 
Ei ata + as 
+ alx + aí 
+ 2a+ 


49. Nota. — Al examinar detenidamentc estos cocientes, se 


ve: 


14º Que todos los términos del cociente tienen la unidad por 


coeficiente ; 


2º Que los exponentes de ax vandisminuyendo desde m —-1 
hasta Soa y los de a van aumentando aEede: cero hasta 


ni—4. 


3º Que los signos son positivos con (v—a or divisor 
) , 


alternan con 


(x + a), principiando por el signo +. 


50. Consecuencias de lo que antecede. — I. Sepa- 
ración de un factor común. — Cu.indo varios términos 


encierran un mismo factor, es uútil à 


, 


menudo hacerlo 


patente, esto es, sacarlo como factor común. 


Para sacar un factor común, hay que dividir por este 
factor todos los términos que lo encierran, escribir. el 
cociente entre parêntesis é indicar la multiplicación de este 
parêntesis por el factor común. 


EJEMPLOS ; 
RS—S 


5-4 


ax — ba +- cx puede escribirse ax(a —b--c); 


S(R—1); 
a (45 — 1). 
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51. — II. Descomposición de un polinomio en fac- 
tores. — No existe reyla fija para descomponer un polino- 
mio en factores. Los ejercicios precedentes, una gran 
destreza en el cálculo algebraico, asi como cl conocer las 
fórmulas que van à continuación, ayudarán para hallar las 
transformaciones que sc han de efectuar para separar los 
. factores. | 


Fórmulas notables :' 
jo a—b! = (a+b)(a —b). 


20 0*+-2ab14b = (ab). 
do q*—Zab + b! = (a —b). 
ão o +-b = (ab) (a* — ab +4- b?. 
5o at—b* == (a —b)(a* + ab + b?), 
6º (a+-b))— 4ab = (a—b). 
1º (a—b)!+-4ab = (ab). 


52. Aplicaciones. — lº Descomponer en 2 factores: 
a -b?—c?+2ab. 
a+b—-ç+2%Ab>-at+b4+2ab—cli=—(a+b))—c 
Los factores buscados son: atb+tc y atb-—ce. 
Luego at+b—-cê4+-2ab=(at-b+c)(a+t+-b—oc). 
2 Desconponeren2 factores: a?+-a+ + 
Este polinomio es el cuadrado de a+ : ; 
. A 
Luego a tars =(a+3)(a+ 5). 
3º Descomponer en 2 [actores : xº+1. 
| S+r+i=(r+y)(—r+1). 
4º Descomponer en 3 [actores : x3y — 3xy. 
ay — ay? = ay (o? — y2)— coy (ae + 9) (0 — 9). 


be Desconponer en 3 factores: at —1. 
“a-=(2ry)(a-)=(0+1)(a+1)(a—1). 
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6º Descomponer en 3 factores : a3 — 9a? — a, 


Tenemos : “ a(n!—2a—3), 
ó a(a—3)(a + 1). 
Luego a —2?—-Ja—a(a—3)(a+41). 


7º Descomponer en factores: (ax + by)? + (ay — ba, 
Efectuemos los cuadrados indicados : 
am? dE b2y? + 2abxy + a?y? 4 Dix? — Zabeoy, 
ó sea - a? (xº +. 1º) + b2 (02 + 9º). 
Luego (ax+ by? + (ay— ba)t=(a?-+ yº) (a? + bº), 
8º Descomponer en factores : ac(a + e) + ab (a — = — be (b + ce). 
Efectuemos los productos : 
ac + ac? + ab — ab? — bic — be2. 
Ordenemos con relación á a: 


at(bI-c)—-a(b?—c?)— be(b-+c), 


ó (b + c)(a? — ab + ac — be), 
(b+o)la(a—b) +c(a-— b)], 
ó en fin, (b + c)(a— b)(a + c). 


Luego ac(a+c)-+ab(a—b)— be(b+-c)=(b+c)(a—b)(a +c). 


S$ VI. — Quebrados ó fracciones literales. 


58. Definición. — Un quebrado algebraico ó literal, asi 
como un quebrado numérico, representa el cociente de su 
numerador por su denominador. 





Asi los quebrados E yo Rs representan, el pri- 


mero el cociente de a por b, el segundo el cociente de m -— y 
por 3a. 


Las propiedades de los quebrados numéricos convienen 
también à los quebrados algebraicos. 
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S4. Propiedad importantísima. — Se pueden mul- 
tiplicar ó dividir por una misma cantidad los dos términos 
de un quebrado, sin que se altere el valor de este quebrado. 


4º Sea el quebrado z- Llamando q al cociente de a 


por b, tendremos : 5 = d; (1) 


y por lo tanto | a = bq. 


Multiplicando los dos miembros de esta última igualdad 
por una misma cantidad m, resulta : 


am = bmq; 
dividiendo ambos miembros por bm, resulta : 


Tm = 4: | (2) 


De donde se inficre que To cs) Nu F : 


2o Reciprocamente, si Tm = > tenemos también : 


a am 


= tm 


e 


Pero = resulta de Er » dividiendo ambos términos 
por m. | 

Luego, se pueden multiplicar ó dividir, por una misma 
cantilad, los dos términos de un quebrado, sin alterar el 
valor de este quebrado. 





Esta propiedad es muy usada en la simplificación de que- 
brados y para reducirlos à un común denominador. 


55. Reducción à un común denominador. — Pera 
redúcir varios quebrados à un común denominador, se 
multiplicar los dos términos de cala quebrado por el pro- 


ducto de los denominadares de los demuús. 
à a c mo. , 
Asi los quebrados + a “ienenáser: 


adn cha bdm 


—  — + —— 


bdn  bun tdn * 


ty 
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No se ha alterado cl valor de jos quebrados, pues se lian 
multiplicado los dos términos de cada úno por una misma 
cantidad. 


Como en aritmética, se puede tomar por común denomi- 
nador el minimo común múltiplo de los denominadores. 


Sean los quebrados 
a 


b c' 
ars Sa=5 TU 


El minimo común múltiplo de los denominadores, que 
será el común denominador, es 5(a? — bº), compuesto de 
los factores 5, (ab), (a — b). 


Ya se ve, sin que sea necesario efectuar la división de 
S(u? — b?) por a+-b, que los dos términos del primer que- 





brado EE ; han de multiplicarse por d(a — b), los del 
segundo por a-t-b, y los del tercero por 5: 
Y asi, dichos quebrados vienen á ser: 
dd RE — 3 — b(a + se 


5 o, + 5 (at — 69) * 


56. Adición y sustracción. — Para sumar ó para 
restar varios quebrados, se reducen á un mismo denomi- 
nador, luégo se suman ó se restan los numeradores, y al 
resultado se le da por denominador el denominador común. 








Los quebrados e F a " E des ipa + E , veduci- 


dos à un mismo denominador, dan : 
a(a + b)(a — b) ab b(a + b)(a + d) 
ab(a-+-b) ” ab(al-b)' —ab(a+tbd) * 


4o Si se quiere sumar estos quebrados, resultará : 


a(a+-b)(a—b) + aib — b(a + b)(a +). 
ab(a + b , 


efectuando las operaciones y reduciendo : 


qu — 3ab? — bº 
e ““ab(a+b) * 
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2º Si del primero de estos quebrados se quicre restar los 
ótros dos, resulta : 


a(a + b)(a — b) — a?b + b(a + b)(a +- b) 
ab(a +- b) ? 


y después de la simplificación : 


Ab ab? 
ab(a + D) * 
- 57. Multiplicación. — Para multiplicar um quebrado 
por ótro, se multiplican los numeradores entre si, lo mis- 
mo que los denominadores. 


Sea de multiplicar F por J 


Llamando q al valor de z y q al de J tendremos : 


a c ; | 
q (1) 
pero de Y =-q resulta a= bg, 9 
y de q =q' resulta c= dg. (3) 
Multiplicando: miembro por miembro las igualdades (2) 
y (3), tendremos : ac == bdqq'; 
dividiendo ambos miembrus por bd : 
as 
va = 99º 
Comparando este resultado con la igualdad (1), tenemos : 
a. cc ía 
va da: 


Lucgo... 


58. División. — Para dividir un quebrado por ótro, 
se multiplica el quebrado dividendo por el quebrado divi- 
sor invertido. 


tdi E e 
Sea de dividi p Por 
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Llamando q al valor de F y g'al de q » tendremos : 
Dido qi (1 

pero, de 5 =q resulta a=bq, | (2) 
y de dd q = resulta dg'=c. (3) 


ta miembro por micmbro las igualdades (2) 
y (3), tendremos : - adq' = beg; 
dividiendo ambos miembros por bcq' y simplificando : 
ad q 
De q 
Comparando este resultado con la igualdad (4), tencmos : 


E doc a 
bd” be: 
Luego... 
59. Simplificación de un quebrado impropio. — 
Cuando todos los términos de una expresión fraccionaria 


tienen un factor común, puede simplificarse acha expresión, 
suprimiendo este factor. 


EJENPLOS : 


l5aíb?c3 ERR ouibe' >< 3ab . 
1Uasbe* 8 Sabe >< 9 ? 


suprimiendo el factor Sa*bc?, común à ambos términos, 


resulta : E se. 


&usb? — 8atb aÃ 
— Gab es Igual à . 


20ºb (2ab — 40?) 
datb>3b? * 


suprimiendo el factor común 202b, resulta : 


dare ó sea (no 50) s 2a) ; 


40 La expresión 


Zo La expresión 
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- é Ss 3 
do La expresión TIBET es igual à 


ESET : 
a a*b) * 


suprimiendo el factor común 4a?b?, resultará : 


1 — 2a 
3D + a?b * 


$ VII. — Razones. 


GO. Definiciones. — Llâmase ra:ón de dos cantidades 
el cociente que resulta de la división de la úna por la ótra. 


º e e ? m [4 
Asi la razón dem à n es 7 que se lee m es à n. 


Las razones se representan por dos términos, lo mismo 
que los quebrados; el primero se llama antecedente, yeel 
segundo, consecuente; estos términos son las cantidades 
comparadas. 


Todas las propiedades de los quebrados pueden aplicarse 
à las razones. 


61. Proporción. — Llámase proporción la igualdad de 
dos razones. 


Si el cociente de F es igual al cociente de q , resultará 
la igualdad siguiente ó proporción : 
a c 


— 


btTa: 
- ay d son los extremos de la proporción, by c los medios. 


Cada úno de los cuatro términos de una proporción es 
una cuarta proporcional con relación à los ótros trcs. 


Cuando el segundo y el tercer término de una proporción 
son iguales, cada úno de ellos es una media proporcional, 
y los otros dos términos son una tercia proporcional; en- 
tonces se dice que la proporción cs continua. 

Hé aqui varias propicdades de las proporciones. 


38 ÁLGEBRA: 


62. Propiedad fundamental. Ea Dos razones iguales 
pueden escribirse en forma de dos productos iguales. 


En efecto, al mulypieir cada úna de las razones igua- 
-abd bed 

boda 
Simplificando, ad =— be | 


les 5=5 q Por bd, resulta: 


Lo que se suele enunciar asi : el producto de los extre- 
mos es igual al producto de los medios. 


63. Reciprocamente, dos productos iguales pueden 
ponerse en forma de dos razones iguales, y ast formar una 
proporción. 


En efecto, al: dividir por bd los dos productos iguales 


ad — bc, resulta : aa = be osea 2 —-L 
| bd bd" br d' 

64. Nota. — Segun este principio, dada una proporción, 
se pueden : lo permutar sus extremos, 2º permutar sus me- 
dios; 30º mvertir sus extremos y medios, sin que estos tér- 
minos dejen de formar una proporción. 

c 


A 
Sea la proporción ET” 


Podemos escribir : 
doc ab c a b d 


v>a! cod do De 
pues siempre tenemos los dos productos iguales ad = be. 


De la ada de esta última forma con las razones 
(0 
dadas + — se infiere que se pueden invertir dos razo- 


nes iguales, y resultan razones también iguales. 


65. Cuando se tienen dos razones iguales, à cada antece- 
dente se le puede unadir su consecuente, ó restarlo de él, 


y resultan todavia razones iguales. 


. q C La e LÁ ; 
En efecto, si tenemos =] anadiendo 1 à ambos 
miembros ó restândolo de ellos, resultará : 


Cc 
GHi=5 + 
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ô sea, reduciendo cada miembro à quebrado : 


atb  ctd 
bo TT do 





Luego... 


66. Cuando se multiplican ó dividen dos razones iguales 
respectivamente por otras dos razones iguales, resultan dos 
razones también iguales. 


(7) Cc m r 
jo Sean E dE y o Ao 


Llamemos q al valor de cada úgp de las razones iguales 


m r 
-— Y —; tendremos: 
n g 
m ro - 
ri (1) 


Muitipliquemos por q cada úna de las razones iguales z 


y 5 ; los productos serân todavia iguales : 
a e 
Ea nd Ego 


En vez de q pongamos su valor (1), y resultará: 


q m c r 
Don TU 
a Cc m r É 
2º Sean == — Pd 
b d IS ns 


En vez de multiplicar por q, dividamos por esta misma 
letra ; y resultará : 


“a C [04 Cc 
A O RR 

qo qm 
: ER s 


Luego... 


67. Cuando se tienen varias razones iguules, la suma 
ó la diferencia de los antecedentes y ta suma ó la diferen- 
cia de los consecuentes forman otra razón igual à cadu úna 
de las primeras. ie | | 
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En efecto, si o = q — — y suponiendo igual á q 


el valor de cada úna de estas razones, tendremos : 


a: C ss mo. 
OL qo q = 
de donde | a= bg, , 
c= dq, 
m=nq. 


Sumemos ordenadamente estas tres igualdades - 
atetm=bg6 da +r=a(b+a+n). 
Dividamos ambos miembros por b | d +-n; resultará : 


atetm ua cm 
brdfn IT] A"* 
Si, en vez de sumar ordenadamente las tres igualdades, 


hubiésemos restado las dos últimas de la primera, habria 
resultado : | 


a—e—m va com 
| b- don 1=T>d0a 
Luego... 
68. Cuando dos razones son iguales, la suma de los 
antecedentes dividida por la suma de los consecuentes es 


igual á la diferencia de los antecedentes dividida por la 
diferencia de los consecuentes. 


; a co 
Si b ne dº 
tendremos (no 67) : : 
ate a ac a 
bFd =D) Bd =% 
Y por lo tanto Es = a 
Luego... 
APLICACIONES R 
b? — 2ab 


09. 10 Simplificar “boda * 
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“Saquemos b como factor común : 
b(b— 2a) 
b— 2a 
Dividamos ambos términos por b—2a, y resultará b 
por respuesta. | 
3h3 .. 9n32h3 
2º Simplificar ai a ai da ; 
3aºbº — dad 
En el numerador saquemos como factor común 3aºb”, y 
Sab? en el denominador . 


Sab (Za — À 
Sab'(a* — 3) * 


Suprimiendo en ambos términos el factor comun 3ab3, 


resultará : 
a(Za — 1) 
a—3 o 
3º Simplificar E 
Rg ErEÃ 
El numerador puede escribirse (a+1)(a —1), y el 
denominador Ma +- 1). 
: 1a — 1). 
Entonces se tiene : des ta): 
ntonces se tie Ma 4) 
Dividiendo ambos términos por a+1, resulta : 
a—1 
2 


E é —agtax(a —x) 
ão Simplificar pes), 
Primero hay que suprimir el parêntesis del numerador 
y juntar los términos positivos asi como los negativos. 
3 4 a?y — qa? — q3, 
Coloquemos los dos últimos términos entre parêntesis pre- 
cedido del signo — : 
| a + air — (ax? + a?) - 
Saquemos a? como factor común en los dos primeros tér- 
minos, y x? en los dos ultimos : 


a (a + 2) — a!(a +- 2). 
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Sacando como factor común a 4-x, tendremos : 


(a + a)(a? — x?) 
4(a? — 92) , 


Dividamos ambos términos por a? —a?; y resultará: 
ax | 
—— , 


5º Demostrar que todo número impar que sea cuadrado 
perfecto, disminuido de la unidad, es divisible por 8. 


Antes de principiar esta demostración, tengamos pre- 
“sente: 


41º Que todo número impar, cuadrado perfecto, es el 
cuadrado de un número impar, y que reciprocamente, el 
“ cuadrado de todo número impar es un número impar ; 


2o Que un número par se representa por 2n; pues, cual- 

uicra que sea cl valor u upone enter à 
q q | valor de n, que se s e entero, 2n ser 
siempre múltiplo de 2; 


3º Que un número wnpar se representa par 2n (1, 
siendo entero el númera n. 
Sea N un número impar; tenemos : 
| N=W AA. 
Su cuadrado, también impar, será (no 34) : 
N=4&m+-áínt41. 
Restemos 1 de cada miembro, y saquemos 4n como factor 
común en el segundo : | 
Nº—1t=4n(n+41). 
nes par ó impar. Si nes par, 4m será igual à 8, 6 à un 


múltiplo de 8, y por lo tanto, el mismo producto 4n(n 4-1) 
será divisible por 8. 


Sin es impar, n + 1 será par, y el producto 4n(n 41) 
será divisible por 8. 


SONS am ON ma 


E, 
» o 


12. 
13. 
14. 


15. 
16. 


17. 


18. 


19. 
20. 
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PARTE PRIMERA 


Ejercicios de aplicación. 


a? — Zab + b? 


s 8 
a3 + 3a2b +- 3ab? 4- bê 


aº — 3a?b + Sab? — b3 

9a? + 30ab + 25b? 

3a2b — 3ab? + 563 

Sa2b3c — 3abic? + a?be 

12a3b? + hazba — hs 

Gab? — Sab pad 

4a? — 3aºb + 2ab? — ba 

at + 4a3b + 6a2b? + 4ab3 + bé 
6a? — 1002b + 8b3 


hab — 3a3b? + Gaib3 


Ta+b(a—b) — (a? — 63) 
(2a + 3b — 4c) (2a — 3b + 40) 
(a+bt—(a—bt—ab 
(a + b)3) — (a — 6)3 + as — b3 
5aºb3 hasb? as 
C2TTT9T Tas 
lab? 30º atb? 
“6 As 
3 (at + b:+vab) 


vVo(p—a)(p—b)(p—c) 


si 


si 


si 


gi 


si. 
+. 


si 


st 


si 
sl 


gi 


si 
ei 
8i 
si 
si 


si 


Hallar el valor numérico de las cantidades siguientes : 


a=8, b=6 
a=21, b=3, h=10. 
a=85,b = 98,0= ps42.- 
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Sumar los polinomios siguientes , ejecutar la 
reducción de los términos semejantes y hallar el valor nuntérico, 
si a=4, b—3, c—1. 


21. Sab? + 20%b?, ab! —-Salbs, 
29, da? +96 41205, Dat APab Ad, 
28. ta?b + Sab? — b3, 2b3— Sab —dabr 
ZA. ab —ab?, ab2 — bs, ata, 

25. 30%b —5ab?, Sabt—ba'b, Sabr, 

26. ab! — ab, as + Pads -bs, —abs, + 
27. a!—hab, 4bc+9a!—6ab, 19be. 
28. Satb? — ba?bt, — Badb!, ab? | Daiá, 


49. E ab? + a atba, rod + Earp, — ab! — abr, 


30. Zu — g ab, ga? — q'b, ab? 


Efectuar las operaciones indicadas à continuación : 


81.14 De bita? | restar b2-9ab—as, 


» De a?+b'+9ab » a!—br+9b, 
9 De Saib -5abt— bs » Qatbprab! + 5, 


92.» De 8a! +-92a'b — Gab? » 84º -Ca'b-—2ab, 
2 De 4a:b+3ab? — db? » daº b — 3ab? + 263, 
9% De 154º! — 7a'b + 6a2bs »  122º-3a'b—9abr,' 
4º De 6a! — 8a'b — 3aºb »  Satb—blab!— as, 


83. Dados los polinomios : 
P 44! —5a?b + 7b3, 
P -22º + abs, 
P' = 4a: + Sab — 8b3, 
calcúlese : LP-P; PPALP—mM, 


CÁLCULO ALGEBRAICO 45 


34. Dados los polinomios ; 
P = 5a! — 3ab + b? — 3ac + 2be + 3, 
P' = 2a? + Sab — 3b2 + 2ac — 4bc + 302, 
P” =4aº— Tab + 5bº — 4ac — Sbc + e, 
Pp” = 20º + 9ab — 8b? + Jac + 3bc + 20º, 
catcúlese : (PAP (Rr + pm, 


85. Dados los polinomios : 
P — 6a? — 3ab + 2bº — Sac + 6bc — 2c?, 
P=ai-ab4+b!+ac—bo—c?, 

P' =20º + 3Jab— 2? — 3ac — 4bc — 5c? 
PP” — 3a? — 6ab + 3bº — 4ac + 10bc + 4c?, 


calcúlese : P—(P + P'+ Pp”), 
36. a —b — (a? + b'—3atb) —(b? + a?b), 
37. - a:+b!4+2b—(a?—-2ab + b)—(a? — b2), - 
38. 2p—(p—-)+2%p—(p—b)+2p—(p—c). 
39. a—-[b—(c—d)). 
40. (5a? — 3az + 2º) — [ta? + Sax — (3a? — Tax + Sat)] — Tt, 
414. Multiplicar at+b+c | por a+ b—c. o 
42. » a—b—c por a+b+c. 
43.  » a-b+c por a—b-—c, 
44. » Zab — 3b* por 2ab 4- 3b2, 
45. » 2aºb +- Sab? + b3 por 5a?b — b3. 
46. » a' — a*b — a?b? por a+o». 
47. » 4a? + 3ab — b? por 2a— b. 
“AB. » a? — 9ab + 3b? por “Sat pads Sb, 


49. DD aGsrabrablyb por ab. 
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S0. Mo a ab +ab?—b! por a+b. 
51. (a + b—(a— b)2. 

52. (3a -- 20)? + (3a + 2b)2, 

58. (3a —2b—1)?— (3a — 2b + 1º. 
54. (5a —3b +1)?— 254º — (8b — 1)2, 
55. (a+b)(a--b)2— (a— b)(a — d)2. 


56. Dividir 4atb — Gab Batbs + 2abt por 9ab. 
57.» 9ab—A2atbl 4 Saibl — Gatb! por Sab, 
58. » 6as — Sa*b + a3b? por 2a? — ab: 
59. >»  1504—Taib—6a?b? + 7ab! —Bbt por Ja?--Pab ; 62. 
60. »  6as--Saib—9aib? + 12aºb3 —Tabi-+-3b5 
por 2a? + ab—3b2, 


Hallar, sin efectuar las operaciones, el resto de las 
divisiones siguientes : 


61. (a — 1): (a —1). 
62. (25 +1) (0 — 1). 
63. (as + 55) : (a — b). 
64. (07 +47): (a +). 


Escribir, sin efectuar las operaciones, el cociente de 
las divisiones siguientes : 


65. (0* — 1) (x —1). 


66. (as — bs) : (a + b). 
“67. (as + 3) : (a 42) 


68. (xs + as): (x— à). 


69. 
10. 

14. 
12. 


18. 
14. 


Jo. 


76. 


17. 


18. 


79. 


80. 
81. 
82. 
83. 
84. 


85. 


$ 
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Descomponer en sus factores las exprestones . 


sigutentes : 
vt — 9, 
a + 2ux + 2º. 
| Es — 
a3 — ba. 
a —1, 


a ta!—la-—s. 
E 
Simplificar las exprestones siguientes : 
Ja?b? — ab? 
Dad? + 1a3b * 


25aºb — 159ºb? + 10a?b? 
352 — Aa?b3 ; 


a? b2? — b? 


Ur rt 


3a3 — Ga2b + 3ab? 
6a? — Gab 


- 2024 2ab 
(a + io Ce b)? 
ab — ab? á 
(a —1)(a + 1)? 
a—a A 
a? — 1 
fai—-Ba + 4º 


(a + b))— tab 
Za —2b * 


1 1 
a apr tt 
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Efectuar las operaciones indicadas y simplificar 








86. | ++ p+rr. 
é Est EE 

8. Tata Ts 
85. ornatos Es E 


— 4)2 2 
90. cdi o 


(x+9). 
91. X = 14 . + 
À “gx, a2—br 
92. 2-3 "2-3" 


93. — Demostrar que la suma de dos números impares con- 
secutivos es siempre divisible por 4. 


94. — Demostrar que nunca es divisible por 4 la surna de dos 
números pares consecutivos. 


95. — Manifestar que la suma de tres números impares con- 
secutivos es siempre divisible por 3. 


96. — Demostrar que la suma de tres números pares con- 
seculivos es siempre divisible por 6. 


97. — Búsquese un número entero menor que 100, y tal que 
la suma de su cuarta y quinta partc sea un cuadrado. 


98. — Búsquese un número entero menor que 1000, y tal que 
anadido à su séptima parte, la suma resulte un cubc, 


: 2 
99. — Prohar que no se altera la expresión fim fo dito +, 
sean cuales fueren los valores de las letras a y b. 


100. — El producto de dos números pares consecutivos es um 
cuadrado impar, si se le aiiade 1. 


401. — El producto de dos números impares consecutivos es 
un cuadrado par, si se ie anade 1. 
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102. — Un número se halla formado por dos cifras significa- 
tivas pares; se invierte este número y se lo resta del número 
primitivo. ; En qué caso resultará la diferencia un cuadrado ? 


103. — La suma de dos números, más 6 menos su diferencia, 
es un cuadrado cuando úno de ellos es el producto de 2 por 
un cuadrado. 


104. — Un número consta de tres cifras; demostrar que, si se 
'invierte e] orden de las cifras, nunca es un cuadrado la diferen- 
cia de los dos números. 


105. — Un número consta de tres citras consecutivas; demos- 
trar que, si se invierte, la diferencia entre los dos números es 
siempre una misma, cualesquiera que sean las cifras que forman 
el primer número, con ta! que sean consecutivas ; calcular esta 
diferencia, 


PARTE SEGUNDA 


ECUACIONES DE PRIMER GRADO 


$ I. — Definiciones. 


70. Igualdad, identidad. — Llâmase igualdad la 
expresión de dos cantidades que tienen un mismo valor. 


EJEMPLO : 8=5+483. 


Identidad es una igualdad independiente del valor que se 
da à las letras. 


Asi mtn=m+en 
y “— aq-bi=(atd(a—d) 
son identidades, pues, cualquiera que sea el valor numé- 
rico de las letras, la igualdad se verifica siempre. 


41. Ecuación. — Ecuación es una igualdad que con- 
ticne una ó más letras que representan cantidades desco- 
nocidas ó incógnitas. Esta igualdad no se verifica sino con 
algunos valores de las incógnitas. 


Las igualdades 3x4-12=52—S, 
+55 =6y—3, : 
en las cuales x, y representan cantidades desconocidas, son 


ecuaciones; la primera se verifica con sólo un valor, x == 10, 
y la segunda con dos valores, y=4, y=2. 


42 Una ecuaciôn es literal cuando las cantidades cono- 
cidas estân representadas por letras, y numérica cuando 
las mismas cantidades van representadas por números. 
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De las dos ecuaciones 
de + 8 = Tg, 
ax — ab = ba, | 
la primera es numérica, y la segunda literal. 


Una ecuacióôn es de una, dos, tres, etc., incógnitas seg in 
encierre una, dos, tres, etc., letras, cada úna de las cuales 
representa una cantidad desconocida. ' 


El grado de una ecuación se determina por la mayor 
suma de los cxponentes de las incógnitas en un mismo tér- 
mino. | 


Las ecuaciones et y=15, 
q — br = xº — ab, 
ab? — ax? — xy? 


son, la primera de fer grado con dos incógnitas, la 
siguiente de segundo grado con una incógnita, la última de 
tercer grado con dos incógnitas. 


43. Resolver una ecuación es buscar para las incógnitas 
los valores que hacen idênticos sus dos miembros; estos 
valores son las raices ô soluciones de la ecuación. | 

Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas 
soluciones. . 


44. Sistema de ecuaciones. — Llámase sistema de 
ecuaciones el conjunto de dos ó más ecuaciones que se veri- 
fican por los mismos valores de sus incógnitas. 

Las ecuaciones que entran en un mismo sistema se Ilaman 
simultáneas. 


PRINCIPIOS GENERALES RELATIVOS Á LAS ECUACIONES. 


45. Claro está que si sobre dos cantidades iguales se eje- 
cuta una misma operación, los resultados quedarán iguales. 

Aplicando este axioma à la resolución de una ecuación, 
podemos formular los dos principios siguientes : 


Primer principio. — Sin alterar lus soluciones de una 
ecuación, se puede anadir ó quitar una misma cantidad 
á sus dos miembros. 
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Segundo principio. — Sin alterar las soluciones de 
una ecuución, se pueden multiplicar ó dividir sus dos miem- 
bros por una cantidad fui (*) que no contenga incógnita 
alguna. 


46. Del primer princípio resulta que para transponer un 
término de un miembro á ótro, basta suprimirlo en el 
“miembro en que está y escribirlo en el ótro con signo con- 


trario. 
4 


Sca la ecuación E — 8% E 12. 


Para transponer el término — 4 del primer micmbro al 
segundo , agreguemos 4 à ambos miembros, y resultará : : 


So — 4 i=e 1244, 
ó sea 5e= 241244. 


À veces se transponen al primer miembro todos los térmi- 
nos de una ecuación; entonces e1 segundo es cero. 


La ccuación anterior pucde escribirse : 
doe —p—12—- 4=0. 


4%. Del segundo principio resulta que, para quitar los 
denominadores de una ecuación, basta multiplicar sus dos 
miembros por el producto de todos Los denominadores ó por 
el mínimo común múltiplo de los mismos. 


Sea la ecuación = — 7 = Red 


Reduzcamos sus términos à un mismo denominador ; 
drx5  Ix2x5 í40x2 
2x5 Used DES - 
Quitemos el denominador común, multiplicando cada tér- 
mino por 2x5 , y resultara: 
15x — 70 = 8%, 


ecuacion sin denominadores y equivalente à la primera. 


78. Notas. — I. — En la práctica no se suele escribir el 
denominador comtin; basta multiplicar el numerador de 





”; Dicese que una cantidad es finita cuando no es nula ni infinita. 
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cada término por el producto de los aenominadores de los 
demis términos. 


419. — II. — Pueden mudarse los signos de todos los teér- 
minos de una ecuación, pues es como si se multiplicaran 
por — 1 ambos miembros. 


La ecuaciôn 3x — 4=- 60 — 5x puede escribirse : 
— 3w+4=— 60-45. 


80. — III. — Cuando se multiplican los dos miembros de 
una ecuación por una cantidad que contenga la incógnita, 
la nueva ecuación sucle admitir una ó varias soluciones que 
no conviencn à la primera. 

Sea la ecuación 3r=-45 6 372— 45=-0, cuya solu- 
ción v= 15. i 

Al mulipiizas: sus dos miembros por x —4, resulta la 
ecuación siguiente : - | 


(e — 4) (30 — 45)=0, 


la cual, à más de la raiz de la primera, admite la solución 
gx = 4; puespara z=4 el primcr factor es igual à cero, 
y el producto de 3x — 45 por cero es nulo. 


Asimismo si se dividieran los dos miembros de una ecua- 
ción por una cantidad que contenga à la incógnita, podrian 
suprimirse varias soluciones. | 


Lucgo, cuando se multiplican los dos miembros de una 
ecuación por una cuntidid que contenga a la incógnita, se 
introducen raices extranis que no se deben adinitir, para 
tonservar sólo las que verifican la ecuación primitiva 


Esta nota es importantisima. 


$ II. — Resolución dc una ecuación de primer 
grado con una incógnita. 


81. 10 Resuélvase la ecuación numérica 


S(x— 8) +. 
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Quitemos los denominadores (no 77); tendremos : 
415(2x— )=22 +10; 
efectuando la multiplicación indicada, resultará : 
15x — 120 = 2x +10; 


trasladando los términos desconocidos al primer miembra 
y los conocidos al segundo, tendremos : 


152 — 2x = 10 + 120; 
reduciendo los términos semejantes : 


13x = 130, é 
1430 
de donde = 43 = 10. 


La solución buscada es 10; este valor sustituido hace 
iguales los dos miembros de la' ecuación propuesta. 


82. Resuélvase la ecuación literal. 


eta—b b—x 
b  q+bº 


Quitemos los denominadores, y resultará : 


(a+tbata—bd=b(6— a), 
ósea art a—-abt-brl-ab—b!=—b?— bo; 


reduzcamos los términos semejantes y traslademos : 

ax +- 2bx = 2bº — q?; 
saquemos x como factor común : | 

e(a + 2b) = 2b? — at; | 
dividamos ambos miembros por a + 2b, coeficientede x: 
o Qb— aq? 

= ra: 
83. Regla. — De estos ejemplos se infiere que para 

resolver una ecuación de primer grado con una incógnita : 


4º Se quitan los denominadores y los parêntesis, si los 
hay; 2º se trasladan al primer miembro todos los términos 
desconocidos y al segundo los conocidos ; 3º se reducen los 
términos semejantes ; 4& se saca como factor común la incóg- 
nita, si la ecuación es literal; 5o se dividen ambos miem- 
hros por el coeficiente de la incógnita, 
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$ II. — Discusión de la ecuación general 
de primer grado 
con una incógnita. — Símbolos. 


84. Una ecuación de primer grado siempre puede redu- 
cirse à la forma 


ax==b, de donde x= a 


en que las letras a y b representan valores conocidos, posi- 
tivos ó negativos, ó aun nulos. 


Esta fórmula z= > es la que vamos à discutir. 


Discusión. — 1º Si « no es nulo, siempre .resulta 
para x un vdlor positivo, negativo ó nulo que verifica la 


o j b 
ecuación ax=b 6 q= a 


Este valor será positivo si b y a ticnen un mismo signo, 
negativo si b y a tienen sigho contrario, y nulo si b = 0. 


2º Si a=0, resulta v= E - Entonces la ecuación se 
convierte en 
0O>x< x = bd, 


pero no hay valor finito de x que, multiplicado por cero, dé 
un producto distinto de cero; por lo tanto no podrá verifi- 
carse la ecuación. 


Lucgo, E es el simbolo de la imposibilidad. 


3º Si setiene à un mismo tiempo a=0 y b=-0, re- 
sulta v= > pues la ecuación se convierte en 
0>x<2=.0, 


pero todo valor finito de x, multiplicado por 0, da O; por lo 
tanto, la ecuación queda verificada, sea cual fucre el valor 
de x. 


“ 


Lucgo 5 es el simbolo de la indeterminación. 2". 
ns 


í 
a 


E E 4 
ga E 
D= 
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85. Notas. — I. — La expresión 5 se representa por c. 


simbolo oc, llamado el infinito. Podemos darnos cuenta de 
este vocablo notando que una cantidad finita, dividida suce- 
sivamente por cantidades mãs y más pequefias, que se aproxi- 
mán à cero, da por cociente cantidades más y más grandes 
que se aproximan al infinito. 


El simbolo oc ha de ser precedido del signo + 6 —, 
según la misma cantidad b es positiva ó negativa (no 21), 
86. — II. — No siempre o es el simbolo de una indeter- 


minación absoluta, pues puede suceder que una expresión 
fraccionaria tome esta forma para ciertos valores de la incóg- 
nita y no para ótros, por luber cen cl numerador y deno- 
minador un factor común que se hace igual à O para los 
vulores de que se trata. Suprimicndo este factor, desaparece 
ta indeterminación. 


EJENPLOS. 1º Sea el quebrado 
4y— 8 


"= 38" 


que sc convierteen r= o si y=2. 
Pero este quebrado puede escribirse asi : 
| — Hy—? 
= 3 vo)" 


Suprimiendo cl factor y—2, común al numerador y 
denominador, resulta : 


2 Sea el quebrado 


º (0) “ 
que se convierteen y= q, si q = 3. 


Este quebrado puede escribirse en la forma de 


2 Mx—S 
v— Fa 3» ê 
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Suprimiendo el factor zx—3, comun à los dos térmi- 
nos, resulta : 


3 
V= 4-3" 


El valor de y es infinito si x=-3, pues sc tiene; 


3 
= 0: 


$ IV. — Resolución de dos ecuaciones de 
1er grado con dos incógritas. 


87. Guando se presentan varias ecuaciones simultáneas, 
generalmente se pueden sumar ó restar ordenadamente, y 
resulta otra ecuación simultinea que permite eliminar una 
incógnita. 

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos in- 
cógnitas, hay que eliminar úna de las incógnitas, esto es, 
deducir de ambas ecuaciones ótra que no contenga à dicha 
incógnita, y resolverla como «queda dicho. 


Varios son los métodos de eliminación, pero debemos 
advertir que la forma particular de las ecuaciones que hayan . 
de resolverse-es la que deterininará el que convenga emplear. 


to ELIMINACIÓN POR SUSTITUCIÓN. 


88. Este método consiste en despejar en úna de las ecua- 
ciones la incógnita que se quiere eliminar, y en sustituir 
su Valor en la ótra, como lo manificstan los ejemplos 
siguientes :. 


EJEMPLOS. 


to Sea de eliminar x en las dos ecuaciones 
32 + y=15, (1) 
| »p—sy—8. “2 
La ecuación (1) da: | 
p= Soy, (8) 
' es: 
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Sustituyamos este valor en la ecuación (2) : 
5 (Eq!) —4=8. 


Resolviendo esta ecuación, hallaremos sucesivamente : 
15 — dy — 12y = 24, 
—Iiy=—5, 
de donde y=3. 
Si en la ecuación (3) sustituimos este valor, resultará: 


x= 19 —3 ó sea 4. 


3 o 
Por lo tanto, los valores de las incógnitas son = 4, y=3. 





2º Apliquemos este método á la resolución del sistema 
literal siguiente : 


e—y=d, —-g 
x É o 
Er é —- O 
Despejemos la x en la ecuación (1), | 
a=d+uy. - | (3) 


Sustituyamos este valor en la ecuación (2) : 

d 

es =q, óse d1ty=qy. 
Resolviendo esta ecuación, resulta : 

| qu—y =d, 

v(lga— 1)=ad, | $ 
et e 
y=— q—1" 

Sustituyamos este valor en la ecuación (3): 


d 
q—1" 

Reduzcamos á un mismo denominador los dos términos 
del segundo miembro : 


— dgq— dA d 
= ea 


q = d+ 





6 sea deco ca 00 


x q—1 . 
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Por lo tanto, los valores de las incógnitas serán : 


ld a 
1= “= "q—1" 


- Nota. — Se usa ventajosamente el método por sustitu- 
ción, cuando de*úna de las ecuaciones se saca con facilidad 
el valor de la incógnita que se ha de climinar, mientras la 
.- otra ecuación es complicada. 


20 ELIMINACIÓN POR COMPARACIÓN. 


89. Este método, llamado también de igualación, consiste 
en despejar una misma incógnita en ambas ecuaciones y en 
igualar sus valores. 


EJEMPLOS. 


4º Resuélvase el sistema de dos ecuaciones : 


dz —y=—5, (1) 
oy + 8x = 32. (2) 
Despejemos la x et cada ecuación: 
— 5 
p= Sdy, (3) 


= Sê, “4 


Por ser el valor de a igual en las dos ecuaciones (3) y (4), 


; —5tHy  322—5 
resulta : “=D. 


Esta etuación, resuelta por el procedimiento ordinario, da : 
y=6. 
Sustituyendo este valor en úna de las ecuaciones (3) y (4), 
tendremos : | 
PRI. 
—— A =” 
Por lo tanto, los valores de las incógnitas serán : 


É! 
x —— % y=6. 
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Jo Apliquemos este método á la resolución del sistema 


literal siguiente: 
2r— y=a, 


dp = 


Despejemos la x en cada ccuación :: 





a + 11 
cd 
q = my. 
igualando estos valores, tendremos sucesivamente : 
| Ê ; Há 
Qmy eee D) y , 
ímy=a+y, 
âmy—y=a, 
y(ám—1l)=a, 
de donde | y— E o 


Sustiluyamos este valor en la ecuación (4) : 


a am 





3 Resudlvase el sistema siguiente: 
4x — 3y =— 15, 
Sy + 4x — 39. 


Podemos sacar el vulor de 4% en las dos ecuaciones : 


dg = 15 + 3y, 

da = 39 — 5y. 
Igualemos estos valores : 

15+3y=30 — 5y, 
8y = 24, 
de donde y=8. 
Sustituyendo este valor en la ecuación (3), resultará : 
dor=— 154924, 


de donde E — +“ = 6. 


nn 


(1) 
(2) 


(3) 
(4) 


(1) 
(2) 


(3). 
14) 
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3º ELIMINACIÓN POR REDUCCIÓN, 
LLAMADA TAMBIÉN ELIMINACIÓN POR ADICIÓN Ó SUSTRACCIÓN 


YO. Este método consiste en igualar el coeficiente de una 
misma incógnita en las dos ecuaciones ; en seguida : 


40º Si la incógnita clegida tiene signos contrarios en los dos 
términos que la encierran, se suman ordenadamente las dos 
ecuaciones ; 


2º Si la incógnita tiene signos semejantes, se resta la una 
ecuación de la ótra. De este modo resulta una sola ecuación 
con una incógnita, que se FEsnÓINE: por el proccdimicnto 
ordinario. 


EJEMPLOS. 


4º Resuélvase el sistema de las dos ecuaciones : 
do — y=5, (1) 
3y — 2x = 11. (2) 
Para eliminar la x, multipliguemos por 2 los dos miembros 


de la primera ecuación y por 5los de la segunda ; estas ecua- 
ciones se transformarân cn las siguicntes : 


10x — 2y = 10, 
15y — 100 = 55. 
Teniendo signos contrarios los términos que encierran la 
x, sumemos ordenadamente : 
| 13y = 65, 
de donde y=5. 


Sustituyendo este valor en úna de las ecuaciones (1) y (2), 
resultará : 


be— 5=— a de donde v=2, 
Ô 15 — 2x=11, dedonde x=-2. 
| “Nota. — Este método es más rápido que los precedentes 
cuando una incógnita tiene igual cocficiente en ambas ecua- 


ciones, ó cuando con sólo una operación sc lo puede igualar ; 
además tiene la ventaja de no introducir denominadores. 
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2º Sean, por ejemplo, las ecuaciones : 


dx — 4y == 30, 
8y + 5x = 90. 
Restando la primera de la segunda , resulta : 
12y = 60, 
de donde | y=5. 
Este valor, sustituído en la primera ecuación, da ; 
2==40 
3º Sean las ecuaciones : 
6x — 5y=8, (1) 
ly — 20 =8. (2) 


Al multiplicar-por 3 los dos miembros de la segunda, se 
convierte en 


21y — 6x = 24. (3) 
Sumemos las ecuaciones (1) y (3) ; tenemos ; 
16y = 32, 
de donde y=2, 
y, por lo tanto, v=3. 


4o Apliquemos este mélodo á la resolución del sistema 
siguiente : 


le +y=38, 
2r— y=d. 
Sumemos las dos ecuaciones : 
dr=s+4d, 
de donde g= sra é 


Restemos la segunda de la primera : 
Zy=8 — d, 
s—d 

de donde v=—4" 


a a 
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S$ V. — Resolución de cualquier número 
de ecuaciones de 1º grado. 


91. Para resolver tres ecuaciones con tres incógnitas, se 
despeja una incógnita en úna de las ecuaciones y se sustituye 
su valor en las ótras dos. Asi resultan dos ecuaciones con dos 
incógnitas que se resuelven por los procedimientos ordinarios. 


También puede despejarse una misma incógnita en las tres 
ecuaciones é igualar sus valores de dos en dos. 


De un modo análogo hay que proceder para resolver cuatro, 
cinco, etc., ecuaciones, con cuatro, cinco, etc., incógnitas. 


En la resolución de tres, cuatro, etc., ecuaciones con tres, 
cuatro, etc., incógnitas, pueden utilizarse indistintamente 
los varios métodos que acabamos de estudiar. 


EJEMPLOS. 


4º Sea el sistema de tres ecuaciones : 


Se y+tU=9, (1) 
Sy— x + 2=15, (2) 
3x4 QW—z=—— 2. (3) 


Despejemos la x en úna de las ecuaciones, en la segunda 
por ejemplo, donde esta incógnita tiene — 1 por coeficiente. 
Se tendrá : 


c=—15+43y+u. (4) 
Sustituyendo este valor en las otras dos ecuaciones, resul- 
tará el sistema : 


(— 15 +HIy+t-)—y+H+U=2, 
3(— 15 +3%+)+-Wy—z=—2. 
Simplifiquemos estas ecuacionces : 
l4y+712=7, 
Ay +2W=43. 
Resolviéêndolas por medio: de úno de los procedimientos 
conocidos, tendremos : 
or v=3, 165. 





ie ER O ef aa | — 
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Estos valores sustituidos en úna de las ecuaciones s (1), (2) 
ó (3) ó más sencillamente en (4), dan : 


g=—4. 


9o Sea el sistema de tres ecuaciones: 


2x +- 3y + 42 = 20, (4) 
30 + 2z + 4y = 17, (2) 
to + 37 + Qy = 17. (3) 
Despejemos la x en las tres ecuaciones : 

. 20—3y—4z 

E 

— MI —2 — 4y 
g= 3 E 
PR) TE 2y 


Igualemos el primero de estos valores con el segundo y 
con el tercero : 


20 —3y— dz — 47 — 27 — dy 
Dm 3 Z 


20 — 3y— 4 147—3:— 2y 
Re ia e pet e 


Simplifiquemos estas ecuaciones : 
y+ 82=26, 
8y +- 10z = 46. 


Resolviendo este sistema por medio de úno de los métodos 
conocidos, resultará : 


y=2; 2=8. 
Sustituyendo estos valores en úna de las ecuaciones (1), (2) 
ó (3), se ticne : 


g=1. 


1 


92. Artificios de cálculo. — Siempre que se ha de 
resolver un sistema de ecuaciones de primer grado con 
varias incógnitas, se pueden pasar por alto las reglas de 
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eliminación para conseguir con mayor rapidez el resultado 
que se busca. Para cello, se suelen emplear varios artifícios 
de cálculo que consisten : ora en la conveniente eleccióôn de 
las incógnitas que se deben eliminar, ora en la combinación 
de varias ecuaciones entre sí, ora en otros medios que sólo 
una larga práctica puede ensefiar. 


Hé aqui algunos ejemplos de estas simplificaciones. 


1º Sea de resolver el sistema siguiente : 


c—y=3), 
Ty 
40 "30" 


Por ser la segunda ecuacióh compuesta de dos razones 
iguales, restemos los numeradores entre sí y los denomina 
dores también entre si; la razón resultante será igual à cada 
úna de las primeras (no 67) : 


O o 
40 “407 30" 

pero e—y=30, 
luego DO a E] 
10 “40 " 30' 


Igualando la primera razón con cada úna de las ótras 
dos, tendremos : | | 


2=120, y=9. 


2 Sea de resolver las ecuaciones siguientes : 


v+y=12, 
e+z2=14, 
Co yAz=16. 


Sumemos las tres ecuaciones, ordenadamente: 
| de + 2y + U=49, 
6 sca c++ ya = 91. 


De esta última ecuación, restemos sucesivamente cada 
una de las tres primeras, y resultará : 


e 


= 0, Ud; =): 
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99 seca de resolver el sistema siguiente : 
x +Hy =a, (1). 
q? — gy? — b?, (2) 


La segunda ecuaciôn puede ponerse (no 34, 30) en la forma 
siguiente : 


(t+) (e p=b, (3) 


Dividamos ordenadamente las ecuaciones (3) y (14): 


(x + u) Cidia, — db 
C+y a 
Suprimiendo el factor xy, común al numerador y 


denominador del primer miembro, tendremos : 


b? 
—- (4) 


Sumemos las ecuaciones (1) y (4): 


2 2 


X — 1) — 


a 
= a? +- b? 
de donde X=— “Ou A 
Restemos la ecuación (4) de la ecuación (1) : 
b? a? — b? 
Ad ar 
a? — b? 
de donde o V= ow 


$ VI. — Problemas de 1er grado. 


93. La resolución de todo problema algebraico exige dos 
operaciones : 1º plantear el problema, ó sea expresar las con- 
diciones del mismo, por medio de una ó más ecuaciones; 
Zo resolver la ecuación ó las ecuaciones que resultan. 


Un problema es determinado cuando, según los datos, 
admite tuntas ecuaciones diferentes como incógnitas con- 
tiene; é indeterminado en el caso contrario. 
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94. Planteo de los problemas. — No existe una 
regla general que facilite el hallar inmediatemente la ccua- 
ción ó las ecuaciones que corresponden à los datos. de un 
problema. 


" Pero, en la mayor parte de los casos, puede adoptarse el 
procedimiento siguiente : suponer hallada la respuesta, é 
indicar, por medio de signos algebraicos, las operaciones 
que se han de efectuar para comprobar la exactitud del resul- 
tado. 


PROBLEMA I. 4 Cudl es el número que aumentado con 24 
llega à ser cinco veces mayor de lo que era antes? 

Sea x este número. 

Por hipótesis tenemos : x4-24=5y, 
Ó sea VA = 49, 


de donde z=6. 


ProBLEMA II. La suma de las edades de 3 personas es de 
85 anos; calcular la edad de cada úna, sabiendo que la 
edad de la segunda es el doble de la edad de la primera, y 
que la tercera tiene 15 anios menos que la segunda. 


Representando por x la edad de la primera, la edad de la 
segunda será 2x, y la de la tercera 2x — 15. 


La suma de las tres edades es igual à 85; luego : 
ct-H2x4lx—15=8, 


5a = 85 +- 15, 


La primera persona tiene 20 afios, la segunda 40, y la 
tercera 40 — 15, ó sea 25 afios. 


ProsLEMA III. Un labrador que teniu 100 pesetas antes 
de recibir el precio de 7 costales de trigo, debe desembolsar 
los 3/, de su dinero por cl arrendamiento de su casu, en 
seguida vende 5 costales más, yal mismo preão que los pri- 
meros ; entonces tiene 159 pesetas. ; Cuál es el precio de un 
costal de trigo? 


Sea x el precio del costal de trigo. 
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Despuês de recibir el precio de 7 costales, tendrá : 


150 + 7x 
al aesembolsar los 3/, de su dinero, le quedará 

150 4- 7x é 
AO 

Cuando haya vendido los 5 costales : 

- 450 10 -+ da Ta Le. 
Pero tiene entonces 159 is por lo tanto $ 
: Doi (so =159. 


Resolviendo esta ecuación, tendremos : 
150 + 72x + 20x = 636, 
21x = 636 — 150 = 486, 

486 E 

27 — ii 


Precio del costal : 18 pesetas. 


LX = 





ProBLEMA IV. Dos jornalerostrabajan juntos ; el primero 
gana un tercio más que el segundo. Al cabo de cierto tiempo, 
el primero, que ha trabajado 5 dias más que el segundo, 
recibe 1CO pts., el ótro 60. ; Cuánto gana cada úno de 
ellos por dia? 


Llamando x lo que gana el segundo, lo que gana el pri- 
mero será: . o + so ó sea ae 


Llamando y el tiempo durante el cual ha dio el 
segundo, tendremos pi ecuaciones : 


e (y + 5) = 100, 
60 
De la segunda se deduce que y = Edo 
Este valor, sustituido en la Go nos. da ? 
(e SE 5) & 2 =100, 


60 +- 5x do 
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Quitemos x, común al numerador y denôminador del pri- 
mer miembro : 


(60 +52) q = 100, 
240 + 20x = 300, 


3009240 
E 


El segundo gana 3 pesetas, y 4 el primero. El segundo 


8. 


trabaja ia ó sea 20 dias, y el primero 25 dias. 


ProsLEMA V. Dado un triângulo ABC, q à qué distancia 
de €, sobre CB, hay que trazar una paralela à la base AG 
para que esta paralela resulte igual à la diferencia de los 
segmentos EG y BE? a 


Sea CE=-x; hemos de tener: 'B 
DE — EC — BE. a 


Representando BG pora, y AG 
por b, tendremos : 






D 


BE=a-—-zx, y DE=2z—(a—zx), à 


Ó sea DE=2rx— a. | Fig. 1. 
De la semejanza de los triângulos BDE y. CBA resulta : 
BE BC 
DE ” AG* 
a—r a 
di Ea — | 
de donde ab — br = 20x — a?, 
Z2ax + ber= a? + ab, 
a(2a + b) = a(a + b), 
— dqa+b. 
q re i 


Pnrostema VI. Dada la suma s y la diferencia d de dos 
cantidades, hallar estas cantidades. 


1º Con una incógmita. Llamando x à la cantidad mayor, 
la menor será v—d, ylasuma gv-tr—d; luego: 


ceteoe—-d=3, 
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de donde | g=— é + 4 





La cantidad menor será : 


std . s—d 
t—d=—5— —d= 5) . 


20 Con dos incógnitas. Llamando x à la cantidad mayor, 
y à la menor, tendremos : 











otHy=s, 
L—y= d. 
Sumando ordenadamente : 
2e=s8--d, | 
std $ d 
de donde = 1 =3+3º --() 
Restando la segunda ecuación de la primera $ 
2y=8s—d, 
os—d 3 d 
de donde = 5% (2) 


95. De las fórmulas (1) y (2) se infiere que cuando se 
conocen la suma y la diferencia de dos cantidades, la canti- 
- dad mayor es igual á la mitad de la suma más la mitad de 
la diferencia de ellas, y la menor à la mitad de la suma 
menos la mitad de la diferencia de las mismas. 


ProBLEMA VII. Dados los tres lados de .un triângulo: 
a= 14m, b=15m,ec= 13m; por un punto de a, trazar 
paralelas á los otros dos lados, de modo que la suma de 
estas paralelas sea igual à la suma de los dos segmentos 
que quedan encima de la paralela à la base b. 


Sea CH =x; tracemos las para- 
lelas z, y á los otros dos lados. 


De la semejanza de los triângulos 
CHI y CRA, resulta : : 


CH HI. IC 
GB = BA AC 
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= 
ó sea 4 ==> a | (1) 


Por hipótesis tenemos también : 
vyvti=t4á-2r+-13—y, 
2y + 24097, (2) 


Igualando la primera de las razones de 1) con cada úna 
de las ótras dos, resultará : 


43% — 2A0—415x 
= AE ad 


Sustituyamos estos valores en la ecuación (2), y resolva- 
mos : ; . 


de |, NO-45g 
4 Tt +e=9, 


26x +- 210 — 15x +4- 14x — 378, 
25x = 168, 


E 106 
T= os = 6m,72. 


Entonces a—r=14—6,12—7,28, 
132 | 13x 6,72 


= =" —8%, 
por lo tanto c—y= 6,76, 
| 240— 15x 2014008 o 
y Ca dE boo) 


ProBLEMA VIII. Los tres lados de un triângulo son a, Db, Cc; 
trazar una paralela à un lado cualquiera, a por ejemplo. 
de modo que el triângulo que resulte tenga igual perimetro 
que el trapecio restante. 


Sean AD=-x, AE=—-y, DE = 
. los lados determinados por la pa- 


ralela DE. b 
Tenemos : > 
atyti=atite-stb—y, c 


al-b+c 
ER ES 


ósea vt-y= (1) | Fig. 8. 
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Á causa de la paralela, tenemos también : 


x C 


FARRA 
De esta ultima ecuación resulta : 
a | 


Sustituyendo este valor en la anil (1) tenemos suce 


sivamente : 
“ br at-b+c 
Eng iE ape, 


ex + 2ba ='da + b + 0), 
a(2b +20) = da + bo), 
p= Aide o (A) 


Sustituyamos este valor en la ecuación (3) : 


b b ba + b 
y= date = Ao. “(B) 


Nota. — Cuando el triângulo es equilátero, 
a=b=0, 


y las fórmulas A y B se convierten en 
2 
T=y=— Se, ó sea a, 


La ecuación (1) manifiesta que la suma de los lados x, y 
del triângulo pedido es igual al semiperimetro del triângulo 
dado. 


PROBLEMA IX. Un tio quiere repartir 169550 pts. entre sus 
tres sobrinos que tienen respectivamente 15, 13 y 9 anios de 
edad; la repartición debe hacerse de modo que las partes, 
uumentadas con los intereses al 4 º/, al ano, scan iguales 
cuando los sobrinos alcancen su mayoria ; é cuál es la suma 
que debe recibir cada úno de ellos ? 


Sean x,y,2z las partes respectivas. 


E 
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Para el primero, la suma x producirá interés durante 6 aics 
y se convertirá en 


4x 2x6 31x 
ad E (Ad 
Para el segundo, la suma y producirá interés durania 
8 afios y se convertirá en 


4>x<y>x<8 33 


Ó sea 


Para el tercero, la suma z producirá interês durante 
12 anos y se convertirá en 


4 >< 12 31 
+ gr» 6 sea 3 


Entonces las partes serán iguales; luego 


31x 33 3172 
== (8) 


y ey z= 169550. (2) | 


En la ecuación (1) igualemos la primera razón con cada 
úna de las ótras dos : 


Be — Mer | E 
pets UA Ms (3) 


Estos valores sustituidos en la ecuación (2) dan : 


2+ ae. ai E = 469550, 


412210 ++ 14477 4 10237 = 169550 >< 1224, 
33N x = 169550 >< 1221, 
— 169550x124 — ama, 


PS gg 
&ustituyamos este valor en las ecuaciones (3) : 
31 >< 61050 
= “zu DO — 57950, 


— 31><61050 
= SA == 51150. 


ProsLEMA X. Repartir 25288 pts. entre ires ninos, en par 
tes inversamente proporcionales à sus edades; el primero 


o 
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tiene 8 arios y seis meses, el segundo 6 anos y 4 meses, el 
tercero 5 anios y 3 meses. 


8arios y 6 meses, ú 8arios !/, son 
a a 19 

6 afios y 4 meses, ó 6 aiios !/; son 3 
21 


5afios y 3 meses, 6 5afios !/, son sº 


Llamando x,y, z, las partes respectivas, tendremos las 
razones iguales : 


+=-4=+ O 
47 49 2º 


Los quebrados numéricos reducidos à un mismo denomi- 
nador se convierten en los siguientes : 


198 40H 1292 
6783* 6783”  6783' 
Las razones de la serie (A) pueden sustituirse con las 
razones iguales : 


adia qr z 
79 1071 — 1998 * 


Pero rty-+2:=25288 y 79841071 + 1292=3161. 
Luego (no 67) : | 


25288 my na 
3461 798 40 — 1202" 


Igualando la primera razón con cada úna-de las ótras tres, 
resultará : 


25288 >< 798 
& = T61 = 6384 pts; 
25288 > 1071 
v=aior = 8568 pts; 
g=- ME = 10336 pts 
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$ VII. — interpretación de los valores 
negativos que se encuentran 
en la resolución de un problema. 


96. La resolución de un problema conduce à veces á un 
valor negativo; puede decirse ordinariamente en este caso que 
hay incompatibilidad entre las condiciones del supuesto, 
Y que el problema es imposible. 


Sin embargo hay cantidades tales como la duración, el 
espacio, los grados de temperatura, etc., que se pueden con- 
tar en dos sentidos, inverso úno de ótro (no 14); en este caso, 
la solución negativa indica que el valor encontrado por res- 
puesta debe tomarse en sentido inverso de aquél en que pri- 
mitivamente se le habia considerado, á no ser que la pre- 
gunta propuesta no admita una solución de esta clase. 


Sábese, por ejemplo, que el cero de la escala del termó- 
metro centigrado corresponde á la temperatura del hielo, 
y que las divisiones colocadas sobre cero, en la escala, 
indican temperaturas superiores, en tanto que las que van 
indicadas bajo cero designan temperaturas inferiores. Un 
valor negativo de — 6º, por ejemplo, encontrado en un pro- 
blemu significa que se deben tomar seis divisiones bajo cero 

y no sobre cero. 


De igual modo, si se trata de la duración, y la respuesta | 
de un problema ha sido negativa, de — 14 afios por ejemplo, 
habrá que contar 14 aiios antes de la época tomada por 
origen en el cálculo de la duración. 


El espacio también puede contarse en ambos sentidos; 
si se conviene en considerar como positivas las distancias 
que en una linea indefinida, xy por ejemplo, se reco- 


O 
"0 —— 


Fig. 4. 
rren de izquierda á derecha, comenzando en un punto O, 
tomado por origen, se considerarán como negativas las reco- 
rridas de derecha á izquierda contando desde dicho punto. 
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97. Preciso es también recordar que los signos + 6 — 

- indican una adición ó una sustracción que debe cfectuarse, 
y sólo en sentido lato se llama positiva la cantidad que va 
precedida del signo +, y negativa la precedida del signo —. 


Debese, por lo tanto, distinguir en toda -cantidad alge- 
braica el valor absoluto y el relativo (no 16). Asi, — 4 
ticne por valor absoluto cuatro unidades, y por valor relativo 
cuatro unidades que se deben restar; de igual modo +- m 
tiene por valor absoluto m, que puede ser negativo ó posi- 
tivo segun esta letra represente un número positivo ó uno 

* negativo; y su valor relativo es m, que se debe afiadir. 


Á continuación resolvemos algunos problemas que pre- 
sentan soluciones negativas. 


I. Un padre de familia tiene 39 anos de edad, y su 
hijo 15; g dentro de cuânto tiempo será la edad del padre 
el triple de la de su hijo ? 


Sea x el tiempo pedido; después de x aiios la edad del 
padre será de 394x, yla delhijo de 15+4-2. 


Luego 9 +o=31542), 
389 + 2x=45 +32, 
— 6=— 27, 


L=— 3 anos. 


La respuesta negativa. — 8 manifiesta que el tiempo 
pedido no se hallará en lo venidero, sino en lo pasado. En 
efecto, hace tres afios que el padre tenia tres veces la edad 
de su hijo, pues à la sazón, el primero tenia 36 aios y el 
segundo 12. 


Modificando el supuesto como lo hacemos à continuación, 
tendremos una solución positiva : 


Un padre tiene 39 anos y su hijo 15; 4; cuânto Liempo 
hace que la edad del primero era el cid de la del 
segundo ? 

Se tiene : 399 —r=3(15—4), 
de donde v=3 anos. 


II. Un aljibe está provsto de tres laves; la primera lo 
Uenaria en 8 horas, la segunda en 12 horas, pero la tercera 
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lo vociaria en 3 horas. Si se abren á un mismo tiempo las 
tres llaves, q cuânio tardará en lenarse ese aljibe ? 


Representemos por x E tiempo pedido y por 1 la capa- 
cidad del aljibe. 


En 1 hora la primera llave Henará Ro del aljibe. 


» segunda » » 415 » 
» tercera  » vaciará E ». 
E 


Nestando el tercer quebrado de la suma de los ótros dos, 
resultará : 
| | 4 
Eras 
que representa la cantidad de agua que deberia quedar en el 
aljibe al cabo de una hora. Multiplicando por x este resul- 
tado, tendremos la ecuación : 


(G+m—3)e=t 


ósea S+2—-8r=%A, 
— 37 = 24, 
. db EE js E =—— 8 horas. 


Este resultado negativo manifiesta que es imposible el pro- 
blema. 


En efecto, hay incompatibilidad en las condiciones del 


supuesto, pues la suma de los quebrados : + Jr Ó Sr 


es menor que : ú % . Porlo tanto, no se llenará: el 


aljibe, siendo menor la cantidad de agua dada por las dos 
primeras llaves que la que deja vaciar la tercera. 


Seria posible el problema, modificando el supuesto en la 
siguiente forma : 


Un aljibe está provisto de tres llaves; la primera lo lle- 
naria en 8 horas, la segunda en 12 horas, pero la terccra lo 
vaciaria en 3 horas : q cuânto licmpo turdará en vaciarse 
ese algibe que se suponc estar Leno de aqua? 
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La ecuación en este caso seria : 


4 1 | 
(3 “87 Je= a 
de donde x=8 horas. 


III. Dos viajeros toman la dirección de la ciudad D : el 
primero: que andw 18 km. por hora sale de A; el segundo 
sale de Bá la misma hora y camina 12 km. por hora. 
é Á qué distancia de C se encontrarán, sabiendo que A dista 
de B 120 km., y B de GC, 2809: 


Llamemos «x: esta distancia, y E el punto de encuentro que 
supondremos colocado más allá de G en el camino de D. 


A 120 B 280 Cc x E D. 
Dto poem meet eee | mem 
Fig. 5. 


El viajero que sale de A caminará : 
120 + 280 + x km.; 
el que sale de B caminará : | 
280 + x km. 
Tiempo empleado por el primer viajero : 
120 A- 280 +- ado 
18 
tiempo empleado por el segundo : 
280 +- 
192 + | 
Siendo iguales estos tiempos, tenemos la ecuación 
120 +280-+x  280+4x 
18 Gi 
de donde c=—40 km. 
Esta respuesta negativa manifiesta que el punto E se hallará 
40 km. antes de C. 
El supuesto del problema, modificado como se ve à con- 
tinuación, dará una solución positiva. 


Dos viajeros toman la dirección de la ciudad D: el pri- 
mero que anda 18 km. por hora sale de A; el segundo sale 
de Bá la misma hora y camina 12 km. por hora. q Á qué 
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distuncia antes de G se encontrarán, sabiendo que A dista 
de B190 km., y Bde €, 2807 
La ecuación será : - 


120 + 280 — x 280 — x 


—— 


18 RE a 
de donde 2 = 40 km. 
98. Nota. — De los ejemplos que anteceden se infiere : 


4º Que una solución negativa manifiesta à menudo que la 
cantidad hallada ha de tomarse en sentido contrario al que 
se lee en el supuesto; 2º que una soluciôn negativa puede 
también manifestar la imposibilidad del problema. | 


99. Cuando la solución de un problema resulta negativa : 


1o Hay que cerciorarse de que no se ha hecho hipótesis 
falsa; pues en este caso hay que rectificar la ecuación ; 


20 Ver si el supuesto del problema no encierra alguna 
incompatibilidad en cl sentido de las condiciones dadas. 


3º Asegurarse de que-la cantidad encontrada puede 
tomarse en sentido contrario al que se ha considerado en 
la preparación de la ecuación. 


100. Cuando en-un problema la incógnita puede contarse 
en dos sentidos opucstos, hay que elegir un sentido positivo 
para esta incógnita, y designar por x su valor algebraico. En 
seguida se rectifica el supuesto en un sentido más general 
que admita la interpretación negativa de la respuesta encon- 
trada. 


8 VIII. — De varios casos de imposibilidad. 


101. No es una solución negativa el único indicio de la 
imposibilidad de un problema, pues esta imposibilidad puede 
presentarse bajo otras formas que es muy útil conocer. 


Un problema puede ser imposible : 


4º En el caso en que las ecuaciones que se formulen no 
tengan soluciôn ; 

2º Cuando las soluciones de las ecuaciones no convengan . 
al supuesto, porque las cantidades que se buscan han de 
satisfacer ciertas condiciones restrictivas 
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EJEMPLOS. I. q Cuântos alumnos hay en una aula, sabiendo 
que la tercera parte de ellos escriben, los dos quintos calcu- 
lan, y los 9 restantes dibugan ? 


Sea x el número de alumnos; tendremos la ecuación 
A di 
DR A 


Se + 6x 4-15:<9— 15%, 
4x =— 135, 


— AD 
ÚX=— E =— 33,15. 


El problema es imposible, por cxigir la naturaleza de la 
cuestión que sea entero el valor de x. 


II. Hallar un número tal que su mitad más 6 sea igual 
á dos veces su cuarta parte más 4. 
Sea x este número; se tendrá : 


T+6=A7+4), 


Gro=gas 
2--12=0 416, 
a e—rx=4, ósea x1l—D)=4, 
ó Oxae=4. 
Este problema es imposible, porque no tiene solución la 
ecuación obtenida. 


II. Hallar dos números tales que dos veces el primero 
menos tres veces el segundo igualen à 15, y que cuatro 
veces cl primero menos scis veccs el segundo igualen á 42. 


Tenemos por hipótesis : 
2x — 3y = 15, (4, 
4x — 6y = 42. (2) 
Multiplicando por 2 los dos miembros de la ecuación CD), 
tendremos : 
dx — 6y = 30. 
Pero la nsisma cantidad 4r — 6y no puede, à un mismo 
tiempo, ser igual à 30 y à 42 (2). 
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Luego las ccuaciones son incompatibles, y por lo tanto es 
imposible el problema. | 


IV. Un jornalero tenta 125 pts. cuando se le pagaron 
45 jornales; hizo entonces un gasto de 50 pts. y le queda- 
ron 30; hallar el precio del jornal. 


Sea x el precio pedido ; se tiene : 
125 + 15x —50=30, 
159 = 30 450 — 195, 


.—4 
L=—5 ——3. 


El problema es imposible, por exigir la naturaleza de la 
cuestión que sea positivo el valor de x. 


$ IX. — Problemas indeterminados. 


102. Ya hemos visto (no 93) que un problema es indeter- 
. minado cuando su supuesto admite menos ecuaciones que 
incógnitas. 
Seca de resolver la: cuestión siguiente : 


Hallar dos números de modo que la diferencia entre el 
duplo del primero y el triple del segundo sea 40. 

Representando por x,y los números pedidos, se tiene 
la ecuación única 

I 2x — 3y = 40, 

40 + 3y 
RR EN: 

Si se dan à y valores cualesquiera 1, 2, 3, 4..., sc halla 
sucesivamente : 


1= 5, = 23, = 5, q = 96... 


de donde x =— 


Lucgo, hay infinidad de soluciones, y cl problema es 
indeterminado. 


103. Sin embargo, hay problemas indeterminados en los 
que las condiciones del supuesto no autorizan sino un número | 
limitado de soluciones; como por ejemplo los siguientes : 
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I. Hallar dos números enteros en los que la diferencia 
de sus cuadrados sea 15. 


Sean 2, y los números enteros pedidos. 
Tenemos la ecuación única 
2 —y—45, 
que podemos escribir (no 34) : 
(a + 4) (e — y) =15. 


- Siendo enteros los números pedidos, la suma y la diferen- 
cia de los mismos serân números enteros. 


Pero 15 es el producto de los números enteros 5 por 3, 
ó el de 15 por 1. 


Escribamos : 
c+tHy=5, J v+y=15, 
t—y=3, q—y=1. E 
Estos dos sistemas resueltos por la fórmula del no 90 dan * 
jo v= 4, y=1, 
2o q=8, == 


El problema tiene sólo dos soluciones.: 


II. Con monedas de 5 y 10 céntimos, cuyos diámetros res- 
pectivos son de 25 y 30 mm., representar la longitud de un 
metro colocándolas unas al lado de ótras. 


Llamando x el número de monedas de 10 cêntimos, y cl 
de las de 5 cêntimos, tendremos la ecuación : 


30x + 253 = 1000, 
ó, dividiendo ambos miembros por 5 : 


6x + 5y = 200, (1) 
de donde £= Ein à (2) 


La naturaleza de la cuestión exige que los valores de x y 
de y no sean nulos y que sean enteros; por lo tanto el 
número de soluciones cs limitado. Para hallar estas solucio- 
nes, escribamos la ecuación (2) : 


00 5 5 
= 6 .=8 7 — (3) 
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pero no será-entero el valor de x à menos que lo sea el de 


: so. 2 — 5 º 
la expresión E y *s escribamos : 





2—5y 
2% o, 


siendo v un número entero. 


La ecuación (3) puede tomar la forma 














2=33+4. (4) 
; 2—5y 
- Dela ccuación E = resulta : 
- 2— 6» 2 v 
Debiendo ser entero el valor de y, la expresión 2 E 2. ha 
de serlo también; luego, escribamos : 
2—» 
| E— = t. 
Y la ecuacion (5) se convierte en 
| y=—v+t. (6) 
La ecuación 2 E Pt da: 


v=2 —5t, expresión entera. 


Este valor de »v sustituido en las ecuaciones (4) y (6), 
resulta : 


2=3312—5t=35—5t, (7) 

y=245t4+t=6—2. (8) 

Ya que x,y han de ser mayores que cero, escribamos : 
33—5t>0, dedonde t<T; 


Gt—2 >0, dedonde 1>%. 
Luego, debiendo t ser un número entero mayor que - 
y menor que 7, valdrá 1, 2,3,4,5y 6. 


Sustituyendo estos valores en cada úna de las ecuaciones 
(7) y (8), resultará : mê 
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Para t= 1, 2, 3, 4 5, 6, 
2=30, 25, 20, 15, 10, 5, 
y= 4, 10, 16, 22, 28, 34. 


Puede comprobarse que estos valores de x, y proporcio- 
van una solución de la cuestión. 


104. El procedimiento que acabamos de indicar es general 
pero largo; en muchos casos, algunas relaciones entre las 
incógnitas facilitan las simplificaciones y conducen al resul- 
tado con mayor rapidez. 


EsempLO. Se han comprado 100 piezas de caza por 
100 pts.; las licbres valen 5 pts., las perdices 4 pta., y las 
alondras 5 céntimos; 4 cuántas hay de cada clase? 


Llamando x el número de liebres, y el de perdices y z ei 
de alondras, tendremos las dos ecuaciones : 


e ty-t+z= 100, (1) 
5a + y 4- 0,052 = 100. ' -— (2) 


Restemos la primera de la segunda 
4x + 0,05z ER .— 9 ; à 
ó 80x = 19z. (3) 


En vez de buscar el valor de x en funciôn de z, y decir 
que este valor es entero, demos à la ecuaciôón (3) la fora 
siguiente 


2.49 


2" 80: 

Siendo los números 19 y 80 primos entre si, los valores 
de x y z serân 19 ú 80, ó múltiplos de estos números; pero 
todos los múltiplos de 80 son mayores que 100; luego 19 
y 80 son los únicos valores que pucdan admitirse para xy z: 


2=19, z=80, yporlotanto, y=1. 
Habrá 19 liebres, 1 perdiz y 80 alondras. 


105. No sólo es indeterminado un problema cuando el 
supuesto no proporciona tantaz ecuaciones como incógnitas 
encierra, sino también : 
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4º Cuando una -ccuación aparente es en realidad una iden- 
tidad ; 


2 Cuando una ecuación puede reproducir idênticamente 
à ótra, lo que ocurre, por ejemplo, cuando los términos de 
ana ecuación son múltiplos de los de ótra. 


EsempLO. 4; Cuál es el número que, disminuido de su 


mitad y de 8, resulta igual á 4 veces su octava parte 
menos 29 


Tenemos : p= DP S= dg —2). 


2 8 
Esta ecuación resuelta, da : 
8x — 4x — 64 — 4x — 64, (1) 
8x — 8v = 64 — 64, 2) 
0x 2=0, à 
q= O 
0 


El problema es indeterminado. 


No hay que maravillarse de este resultado si se nota, como 
lo manifiesta la ecuación (2), que la igualdad proporcionada 
por el supuesto es una identidad. 


106. Nota. — Elresultado 0x2=0 6 2=T, em 


contrado en la resoluciôn de un sistema de tantas ecuacio- 
nes como incógnitas, indica que dos ó más de dichas ecua- 
ciones expresan una misma condición. 


EseupLO. Hallar dos números tales* que 2 veces el pri- 
mero menos 3 veces el segundo den 5, y que 10 veces el pri 
mero menos 25 sea igual á 15 veces el segundo. 


Resulta 22x — 3y=5, 
10x —25 — 15y. 


Despejemos la x en la primera ccuación : 


A 
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'Sustituyamos este valor en la segunda : 
10(5 + 3 
16 tó) os asy, 


50 +- 30y — 50 = 30y, . 
. 50— 50 4-30y — 30y =0 
0+y(30—30)=0 
y>x0=0 


0 
=|) 


Hay indeterminación. Se ve, en efecto, que la segunda 
ecuación, que puede escribirse 10x — 15y = 25, no es sino 
la primera cuyos términos se han multiplicado por 5. 


nad 


S X. — De las desigualdades. 


107. Definición. — Desigualdad es la expresign de la 
falta de iguyaldad entre dos cantidades. 


EJEMPLO 5a +4>4r4-2. 


El primer miembro de una desigualdad es la cantidad que 
esti à la izquierda del signo > 6 < ; el segundo, la cantidad 
que está à la derecha. 


En las desigualdades se pueden efectuar las más de las 
transformaciones que se efectuan en las ecuaciones. 


108. Propiedades. I. — Puédese, sin alterar una 
desigualdad, sumar ó restar una misma canltidad à sus 
dos miembros. . 


En efecto, si tenemos m>n, tendremos también : 


m+t-p>n+p y m—pDn—p, 


pues la diferencia entre m y n existe aun cuando se ha ania- 
dido p à sus dos miembros, ó restado de ellos la misma 
cantidad. 


De donde se infiere que se puede trasladar un término de 
un miembro à ótro, cambiando su signo. No obstante no se 
pueden cambiar Jos signos de todos los términos de una 


a 
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desigualdad sino atraindo -el sentido de la misma (22 pro- 
piedad). 


Sea la desigualdad  9>4 


Si mudamos los signos, los dos términos serán negati- 
'08, Y ya sabemos (no 20) que un número negativo es tanto 
menor cuanto mayor es su valor absoluto, luego hay que 
escribir —9<—4. 


109. II — Puédese, sin alterar una desigualdad, mul- 
tiplicar ó dividir todos sus términos por un mismo nú- 
mero positivo; pues, si dos cantidades son desiguales, el 
duplo, el triple, la mitad, la décima parte, etc. de las mismas 
serán desiguales. 


Pero si se multiplican ó dividen por un número negativo 
todos los términos de una desigualdad, se “ambia el sen- 
tido de la misma. 


110. III. — Puédese sumar ordenadamente varias 
desigualdades de igual sentido, y resulta otra desigualdad 
del mismo sentido que las primeras; pues, siendo por 
ejemplo los primeros miembros mayores que los segundos, 
la suma de aquéllos resultará aún mayor que la de éstos. 


Pero si se suman desigualdades de sentido contrario, no 
puede conocerse el sentido de la desigualdad resultante, ni 
siquiera saberse si el resultado expresará una desigualdad. 


Tampoco se pueden restar úna de ótra dos desigualdades 
de igual sentido. 


111. IV — Puédese elevar à una misma potencia los dos 
miembros de una desigualdad cuando son esencialmente 
positivos; pues, si el primer miembro es mayor que cl 
segundo, su cuadrado, por ejemplo, será también mayor 
que el del segundo. 


Esercicio 1. Hallar un número entero tal, que sus */, 
menos 12, sean tnayores que su mitad más 2. 


Llamando x al número, tenemos por hipótesis : 


E ou>7+ 
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Quitemos los denominadores, como si se tratara de una 
ecuación, y tendremos : 


6x—120> 5x + 20, 
ó sea 2 > 140. 


Luego, todos los números enteros mayores que 140 cum- 
plen la condición. | 
EsERCICIO II. 4 Cuáles son los números enteros, positivos 
ó negativos, que verifican las dos desigualdades siguientes 3 


c—6>3%—14, 


+86 copas 
Dc la primera, resulta 2>—4, 


de la segunda, 2< E, ó sea 3+ 5 


Luego, los números pedidos serán : 
—3—-2—14.0.14.2.3, 


pues todos están comprendidos entre — 4 y +3 ca 





PARTE SEGUNDA 


Resolver las ecuaciones siguientes : 


4º Con una incógnita. 


— 1 WM48=-7h%+416. 8. 2411=30+41. 
2. M—2-37+48. 9. desen 6 
3. 30410=45—92. 10. 12x — 100=20—1, 
4 MW-U=80—2. 1. Sr—s=b2 +13. 
45 4—20=5+1%U. 12. Se 14=7 2483. 
é O T2x34-9=5-—4a. 13. 13x 48=11x +40 


2 Viz-1=3+15. 14. 2x + 19=a + 93. 


” 
+ 


f 
; 
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só Te +1=90— 29. AS. 54 += %—2. PÁ 
16. B-2u=3e—80. hã. 2 +10>10(2—8). 
47. 3-2=42—63. | 45. 544+40)=7+120 
18. le—9=NI—a, 46. Ma +5)-0=9. 
19. 9%W—1=107—3r. 7. 38+4)—15=42, 
20. e-4=88—2. AS. Su-2=%5 +92). 
24. le-I=82—9. h9. e=86e—3)—4 - 
22. de +1=9—3, 50. N7x—2A)—16=—3x. 
23. 16w—-3=3-—82. 51. 6r=982—1)—5. 
2h. 94+50=15241. 52. Av-6)=30—19, 
25. le tI7=141%. 53. AM) +23. 
26. Mp8 120414. 54  5+5w—13)=0. 
27. W-3=-U2-9. | 55. A+M)-—3= 5. 
28. Asi. 56. UOr—5)=a+3. 
29. 150—17=10x—483. * 57. (249%) —30 = low, 
30. -21x +1=30x — 11. 58. qu—-2=3dr—19).. 
81. G+B-A+%. 59. Ux +5)—12=9. 
32. 182-3=549%. 60. 5(0+1717)—B= Tx. 
93. 4u—6=42-—6. ea Lr8=18 Y 
34. 14+80=8r +46. 

35. 3u—-5=2— 6. 62. = [+42 | 
36. Sr49=14Rz. 

87. b+Ha=Vr+1.. es Sjf-e- 

88. So-M=152-3. | 64 Jo -19= 258, 

39. 3Sw47=9+46. 

HO. 162-2=Uz—13. 65. Hi oo, O 
41. Se l)=0+4+11. ” 





672. 


68. 


69. 


10. 


41. 


12 


74. 


15. 


16. 


11. 


48 


79 


80. 


81. 


83. 











tirmê 1 46x. 
id 90 — 5. 
do —8= 1202, 
3 
2H Ama 5 
Be +7 (Mb 
Ns. a 3.º: 
c+6  2x—3 
E 
Je —5 — Qu—l 
AR E 
2x +1 0 te—B 
a E RÉ: 
c—9 A+3x 
OS AS ” 
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84. 


89. 


90. 


9. 


92. 


98. 


94. 


95. 
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2º Con dos incógnitas 














“<< 103. 8 +-5 
ER poa Elia: 2+4=19 
apa 41 Rei al ERR 
u+ 4 c-+1 É a. 
Ta + y=11, 
122. 
2y— mw =9.. 
Em c—3 v—3 dor 5 : 
3 / 4 da — dy — 
105. — r—= mw. po  sy-ar=6, 
: a 3% —- À 
3— ; de— y =2 
| o +1 124. Sur. 
oa 
v 407.  ar=bri+a. E 
=s à be— 31 = 3y, 
ra 108. ax=a+1—«. 126. 3(x + 2) = 10y. 
x 109. tag —1l=r+4 2a, 
127 Se —7=4y, 
C mo. rpi=iatta. Co Te+2=13y. 
RS MA. "axpbi-a—ba, 128. Avx—3)=y, 
Sy +ar-—25. 
X 112. ax — 2a? — ba — 2bº. 
a + 2y = 22, 
18. ax — b? + 2ab = a? + bx. 29. Sn E e 
L L — 5a — 49 = 4 
3 qa. =p p=. 130. 407 1)=91 
Do xo. 6x = 5y 
Xgas. E — 9 =2 AS. ge voy 
Je ax—b bo c—19y=4, 
MO SG o Te 132.  gy+7-3%. 
Hd) x x , 
x 117 2 o E dA 133. (9x — Sy) — 21. 
x a A (2 — 4) = 60, 
118. ap tag? 18% 0 gergy=]4 
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135. 
136. 
137. 
138. 
139. 
140. 
MA. 
142. 
148. 


144. 


2x —y=30, 
6x — 3)=7y. 


29 + y)=3, 
bo +-11=5y. 


Se —14=3y, 


(3a — 2y) = 35. 


3(3 + a) = 4y, 
2y +3=3. 


18x + 11y = 109, 
23y — 88 = 9. 


% —17= By, 
15y —-2x=—6. 


8e— 9y=53, 
So + 18y = 41. 


Tao + 4yy = 9, 


8y — 80 = —10. 


120 — 5y=51, 
by + 2x = 19. 


6x +y)=5, 
3%y + 80 =:5. 


Sy — dr=—1, 
6(2x + y)=17. 


Sc = 4y, 


Co, 2y 
4+3=9 


20=3y, 
e 4 o 
EE asi 


ST — 2 = 12, 
5a 2) 
E a a 


130 —15y=5, 
2x 3y 
E ad 
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150. 


1541. 


152. 


153. 


154. 


155. 


156. 


157. 


158. 


159. 


160. 


AGA. 
162. 
468. 


“Ê. 4GA. 


Jos. 


Pros 


167. 
168. 


169. 
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ed ne» Q h 
Z+3=1, [470 2>hDyº 
Sao 2y —8 e—y=d. 
E RE rc 
anão RR) 
do By 4 171. bo Ca 
sr 50 a+W=a+b. 
by JE —s 
q +ty=3a, 
Mm 172. 9 
—4=6, J- — 9h 
x , 
E cty=ta, . 
173. cv+y c—y 
de 34 q E ad is 
E ei 
117 do -ax + by=a?,. 
2 — q =4 ATA. ain 
ta 
—4=6, 
5 eu 3º Con 3 incógnitas. 
ty , 2x. 2 
5 T7=40 
c+2y+32=—13, 
1a 211 175. 2c4-3y + 2 =—18, 
ORNE Je + y +E=17. 
Ta 5y — 30 
=". e— y +32=12, 
176. xvtty—-22=83, 
axtby=a?, dy — 20 + 2 =—7. 
ax — by = b2. 
dx —3y— =—11, 
24 477 Qy—3r+ 2 =á4, 
vo 3" 32 + y —20=—13. 
2x + 2y=p. 
ctiy—sz=——6, 
2x—y=a, 178. Ir+HQW 42-88, 
aq +2y=2b. e—y ta =5. 
PROBLEMAS 


179. 4 Cuál es el número cuyo duplo más 5 es igual à su triple 


menos 19? 
480. Búsquese un número tal gue su cuádruplo menos 2 seá 


igual à su triple más 16. 
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181. Repartir 150 pts. entre tres personas de modo quo ia 
segunda reciba 8 pts. más que la primera, y la tercera 14 pts. mis 
que la segunda. 


. 182. Repartir 85 pts. entre tres personas, de modo que la 
segunda reciba 7 pts. menos que la primera y 15 pts. más qve la 
tercera. 


188: Tres alumnos tienen juntos 270 vales; 4 cuántos tiene 
cada úno, sabiendo que el segundo tiene tantos como el primero 
menos 25, y el tercero tiene tantos como los ótros dos juntos ? 


184. Cuatro alumnos tienen juntos 50 aos; búsquese la edad 
de cada úno, sabiendo que el mayor tiene 3 anos más que el 
segundo, éste 3 afios más que el Rca, y este último 3 anos 
más que el menor. 


185. Para comprar 3 terneros y 4 carneros, un carnicero ha 
pagado 183 pts.; é cuál es el precio de un ternero, sabiendo que 
vale 12 pts. más que un carnero? 


186. Para comprar 4 costales de trigo y 5 de centeno, un moli- 
nero ha dado 161 pts.; 7 cuáãl es el precio de un costal de cen- 
teno, sabiendo que vale 11 pts. menos que el de trigo ? 


187. Un negociante en vinos recibe 7 toneles de Jerez, y da en 
cambio 15 toneles de Málaga más 20 pts. ; búsquese el precio del 
vino de Jerez, sabiendo que el tonel vale 60 pts. más que un tonel 
del de Málaga. 


188. Por 5 costales de café verde se han Gaia 466 pts. ràs 
que por 3 costales de café molido ; búsquese el precio del costa! 
de cada clase de café, sabiendo que el de café molido val. 9º pts. 
más que el de café verde. 


189. La edad de Pedro es el triple de la de Pablo; ; cuál es la 
edad de úno y ótro, si Pablo tiene 18 afios menos que Pedro ? 


190. Búsquense tres números impares consecutivos tales que 
su suma dé 909. 


191. Búsquense cuatro números pares consecutivo: tales que 
sumándolos resulte 1028. 


492. Búsquense tres números consecutivos tales que al restar 
el duplo del mayor del triple de la suma de los ótros dos, 
resulte 527. 


193. Un caballero compra una corbata, un chaleco y un sobre- 
todo en 36 pts. : calcular los precios respectivos, sabiendo que el 
chaleco vale 11 veces más que la corbata, y el sobretodo 3 veces 
más que el chaleco. 


194. ; Qué número hay que ariadir á los dos térmiaws dei que- 
brado 3/,, para que su valor sea igual á 3/,. 
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195. 4 Qué número debe restarse de los dos términos del que- 
brado 29/,9 para que su valor resulte igual à 7/9? 


196. Un mueble vale 85 pts. ; después de restaurado se venas 
en 153 pts., con un beneficio que representa los 2/,; del precio de 
compra más el de la restauración. Calcúlese el importe de la res- 
tauración. 


197. + En cuánto se compró un coche de lance, sabiendo que, 
restaurado por un valor de 120 pts., se vendió en 596 pts., con 
un beneficio que represesenta los 2/, del precio de compra ? 


198. 4 Cuál es el número cuyos ?/3 y 3); son 170? 


4199. 4 Cuál es el número cuya mitad más el tercio y el cuarto 
son 1569? 


200. Repartir entre dos personas la suma de 41830 pts., de 
modo que la parte de la PER sea !/, más que la de Ja 
segunda. 


201. Búsquense dos números cuya suma dé 1140, Y que sean 
entre sí como 5 es à 7. 


202. Búsquense dos números cuya diferencia dé 41, y que sean 
entre si como 7 eg á 9. 


203. ; Cuál es la longitud de una pieza de paro, si la diferen- 
cia entre los 4/; y los */, es de 6 metros? 


204. De un tonel de vino se han sacado 1/5, *Hg y los 2/45, Y 
quedan todavia 75 litros; ; cuál es el contenido del tonel? 


205. ; Cuánto importa un campo, sabiendo que los 2/, dcl pre- 
cio más 250 pts. representan un número igual á los 3/, del mismo 
menos 200 pts. ? 


206. ; Cuál es el número cuyos 2/; más 15, aumentados con 
los 3/, menos 8, dan 239? 


207. « Cuál es el peso de un barril de aceite, sabiendo que des- 
pués de vender 1/; más los 3/, del resto, lo que queda pesa 
60 kg. 9 


208. Los 2/, de una propiedad están sembrados de trigo, 1/3 de 
maiz, y lo demás está plantado de patatas. Búsquese la superficie 
total, sabiendo que la parte sembrada de trigo tiene 75 áreas 
más que la parte de maiz. 


209. Dos casas se vendieron en 89000 pts.; ; cuál es el precio de 
cada úna, sabienda que los 2/s y '/3 de la primera igualan à los 3/, 
de la segunda? 


210. Dividir el número 385 en dos partes tales que el cociente 
de la primera por 18 sca el duplo del cociente de la segunda 
por 4. 
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241. Dividir el número 180'en dos partes tales que dividiendo 


la primera por 11 y la segunda por 23, la suma de los cocientes 
sea 12. 


212. Un padre tiene 42 afios, su hijo, 7; 4 dentro de cuáântos 
arios la edad del hijo será la cuarta parte de la del padre ? 


2143. Un vidriero ha colocado 56 cristales á 3,20 y á 0,75 pts. 
cada úno; 4, cuántos ha colocado de cada clase, si le han pagado 
100,80 pls. ? 


2144. Doce truchas y 16 sollos se han vendido en 54 pts.; bús- 
quese el precio de cada úno de estos pescados, si una trucha 
vule 0,75 pts. menos que un sollo. 


. 215. Un revendedor vende los 3/, de sus naranjas, luégo com- 
pra 33; entonces tiene 9 más que antés de la venta ; ; cuântas, 
naranjas tenia al principio ? 


246. Al empezar una feria, un mercader gado los 8/ de su 
rebario de carneros, luégo compra 12 y entonces tiche 48 carne- 
ros menos que antes de ta venta ; ; cuántos tenía al principio ? 


217. 1a suma de dos números es 137, y su diferencia 43; 
; cuáles son estos números ? 


2148. Una aldeana vende 1/, de una cesta de huevos, quiebra 3, 
y le quedan todavia los 5/g de la cesta; 4 cuântos huevos tenia 7 


219. ; Cuál es el númeno en el que la suma de los cocientes 
por 12, por 9, por 8, por 16, es 55? 


220. ;, Cuál esel número en el que la diferencia de los cocientes 
por 5/12 y 3/4 es 40? 


2214. Búsquense dos números tales que su diferencia sea 180, 
sabiendo que los 3/, mãs los */, de su suma son 1240. 


222. Búsquense dos números cuyadiferencia sea 42, sabiendo 
que los “/; de su suma, menos los 7/;, de la misma dan 13. 


223. Búsquense dos números cuya diferencia sea 18, sabiendo 
que el cociente de su suma por su diferencia es igual á !/, del 
número mayor - 


224. Se tiene alcohol á 2,50 pts. cl litro; para hacer aguar- 
diente se le afiade agua de modo que 80 litros de la mezcla no 
valen más que 120 pts. ; calcúlese la cantidad del agua aiiadida. 


225. Un negociante tiene vino à 45 pts. y á 53 pts. el hectolitro; 
si quiere hacer una mezcla de 54 hectolitros, de modo que pueda 
vender en 51 pts. cada úno, ; cómo ha de mezclar estos vinos ? 


226. Un jornalero recibe 2,50 pts., más el alimento cuando 
trabaja, y tiene que pagar diariamente 1,30 pts. por la comida 
cuando no trabaja ; después de 45 dias su amo le pe 69, S0 pta.; 
é cuântos dias ha trabajado el jornalero ? 
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227. À un número primero se le aniade y después se le quita 8, 
y en ambos casos se cuadra cl resultado. ; Ciál es el número, s 
la diferencia de los dos cuadrados es 640 - j 


228. Se impone à interés simple una suma de 18000 pts., parte 
al 5 9/ y parte al 4 9/5; determinar ambas partes, sabiendo que 
el interés total en el afio es de 870 pts. 


229. Un rentero impone los ?/, de su capital al4á 9 y lo 
demás al 4,5 9/,; si el interés anual de la parte impuesta al 49/, 
excede al de la ótra en 140 pts., búsquese el capita! del rentero. 


230. Un rentero impone los ?/, de su capital al 5 9% y lo 
demás al 4 9/4; búsquese el capital, si la renta total es de 
275 pts. por trimestre. 


231. Dos letras de cambio, cuyo valor total es de 2051 pts., se 
descuentan al 4 9%, la primera en 6 meses y la segunda en 8; 
é cuá: es el valor de estas letras, sabiendo que son iguales después 
del descuento ? 


232. Dos sumas cuya diferencia es de 55 pts. se imponen al 49, 
la primera para 45 meses, y la segunda para 1 ano; calcular 
estas sumas, sibiendo que, al cobrarlas con sus intereses, han 
resultado iguales. 


233. Se tienen 420 gramos de plata con 0,820 de cy; ; cuán- 
tos habrá que aiiadir de otra barra de 0,950 de ley, para que la 
ley de la liga sea de 0,900? 


234. Una barra de oro que tiene 0,950 de ley pesa 960 gr.; 
6 qué peso de ésta debe suslituírse con un peso igual de otra barra, 
cuya ley es de 6,800, para que la ley resultante sea de 0,900 ? 


235. Una vendedora de huevos vende !/; del número que posce 
más 2 huevos 2/,; vende después !/, del número total más 
3 huevos ?/,; por fin vende */, del número total más 4 huevos '/,; 
y entonces no le queda nada. ;, Cuântos huevos tenia In vende- 
dura, y cuántos vendió cada vez? 


236. Un alumno reparte naranjas entre sus condiscipulos : al 
primero le da 5 naranjas más !/, del sobrante; al segundo, 
10 naranjas más '/, del resto; al tercero, 15 naranjas más !/s 
del resto, y asi sucesivamente. Calcúlesc el número de naranjas 
repartidas, el número de condiscípulos, el número de naranjas 
que recibió cuda uúno, sabiendo que todos tuvieron igral 
número. 

237. Por 5 metros de seda y 4 de paiio se han pagado 142 pts., 
y por 4 m. de seda y 5 de paiio, 137. pts; ; cuál es cl precio «el 
metro de cada género? 

238. Se truecan 12 sillas y 18 pts. por 6 butacas ; en ótro true- 
que se dan 37 sillas y se reciben 15 butacas y 18 pts.; dípase 
cuál es el precio de una bulaca y el de una silla. 
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239. Digase el número de vales que tienen dos alumnos, 
sabiendo que si el primero da 9 de los suyos al segundo, ten- 
drán tanto el úno como cl ótro; y si el segundo da 6 de los 
suyos al primero, éste tendrá el duplo de lo que le queda al se- 
gundo. 


240. Un veedor quiere dar una gratificación á sus obreros; si 
cada úno recibe 14 pts., quedan 7 pts.; pero si cada úno reci- 
biera 15 pts., faltarian 26. Búsquese el monto de la gratificación 
y el número de obreros. 


244. Un número consta de dos cifras cuya suma es 11 ; cuando 
se invierte, el número que resulta excede en 5 al triple del 
número dado : é cuál es este número ? 


242. Un número consta de dos cifras cuya suma es 9; cuando | 
se invierte, el número obtenido no es más que los */, del nú- 
mero primitivo; búsquese este número. 


243. Búsquese un quebrado tal que, aiiadiendo 2 á cada úno 
de sus términos, se hace igual á 2/,, y si se resta 10 de cada 
úno de los mismos, se hace igual á 2/,. 


244. El capital activo de dos comerciantes se hallaba en la 
relación de 3 á 4; un afio después, el primero ha aumentado el 
suyo con 8000 pts., y el segundo tiene 1000 pts. menos; enton- 
ces la relación es de 40 á 11; 4 cuál es el capital de cada 
úno de ellos ? E 


. 245. Dos ejércitos eran entre sí como 6 esá 5; después de una 
batalla en que el primero perdió 3000 hombres y 1000 el 
segundo, la relación es de 9 á 8; ; cuántos soldados tenia cada 
ejército ? 

246. Dos jugadores convienen en que cuando pierda el úno 
duplicará el dinero del ótro; juegan dos manos, y cada úno 
pierde una vez; entonces el primero tiene 6 pts., y 21 el segundo ; 
4 cuânto tenía cada úno antes de principiar el juego? 


º 


PROBLEMAS DE GEOMETRIA 


247. Las dos dimensiones de un rectângulo son de 54 y 
86 metros ; trácesé una paralela al lado de 36 metros, de modo 
que se forme un rectângulo semejante al primero. 


248. En un triángulo de 63 m. de base y 54 de altura se ins- 
eribe un rectângulo cuyo perimetro es de 116 m.; ; cuáles son 
las dimensiones de este rectângulo ? - 7 


249. Dos lados de un triângulo tienen respectivamente 20 
y 36 m.; la bisectriz del ângulo comprendido divide al Lercer 
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lado en dos segmentos cuya diferencia es 12 m.; calcúlese este 
lado. 


250. El lado AB de un cuadrado tiene 74m., se prolonga una 
longitud BE = 13 m.; trácese desde el punto E, una recta: que 
divida al cuadrado en dos cuadriláteros equivalentes. 


291. Los tres lados de un triângulo son: BA = 12m., BC=14m., 
AC = |8m.; determinar sobre AB, desde B, un punto tal que 
las paralelas trazadas por él á los otros lados; sean iguales. 


252. El semiperímetro de un rectângulo pasa à su diagonal 
con 24 m.; hallar las dos dimensiones de este rectângulo, 
sabiendo que son entre sí como 3 es á 4, 


253. Búsquense las dimensiones de un rectângulo, sahbiendo 
que si se anaden 2m. á la base y 3 m. á la altura, el área se 
aumenta con 40 m?, y si se quitan 3 m. á la base y2m. ála 
altura el área se disminuye de 25 m?. 


254. En un trapecio isósceles la base mayor tiene 18 m. y la 
diagonal 15 m.; calcúlese la base menor, sabiendo que la figura 
está inscrita en un semicírculo de 9 m. de radio. 


255. Á la base de un rectángulo se le afiaden 5 m.;, cuânto 
debe afiadirse à la altura para que el rectángulo resultante tenga 
un área doble de la del primero ? 


256. La base AB de un rectángulo ABCD tiene 48 m. y la 
“altura AD, 26 m.; y cuántos metros hay que aúadir á AB en F, 
para que el triângulo exterior FBH, que resulta al unir el punto 
F con el vértice D, sea la diferencia de las dos superficies deter- 
minadas por la recta DF en el rectângulo dado ? 


257. ; À qué distancia del centro de un círculo de 45 cm. de 
radio debe sefialarse un puntô para que.la parte exterior de la 
secante que sale de este punto y pasa por el centro del círculo, 
no sca más que la mitad de la tangente que parte del mismo 
punto ? 


258. Búsquese el radio de un circulo en el que una cuerda de 
42 m. tiene una sagita de 7 m. 


259. En un círculo de 12 m. de radio, una cuerda de 20 m, 
corta al diâmetro de modo que el punto de intersección se 
encuentra á igual distancia del centro y del extremo de la 
cuerda : búsquense los dos segmentos de ésta.' 


260. ; Cuál ha de ser el radio de un círculo para que dos 
secantes, la úna de 40 cm. y la ótra de 30 cm. saliendo desde 
“un mismo punto, determinen, la primera una cuerda igual! al 
radio, la segunda una cuerda que sea la mitad de él? 
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PROBLEMAS INDETERMINADOS. 


261. Búsquense dos números tales que la suma de ellos sca 
al duplo de su diferencia. 


262. Búsquense dos números tales que su producto sea el triple 
de su suma. 


263. El área de un rectângulo es de 110 m?.; ; cuáles son sus 
dos dimensiones, sabiendo que cada úna de ellas es un número 
entero de metros ? 


264. Búsquense dos números tales que !'/;de su suma menos 
la !/o de su diferencia sea 5. 


265. Búsquense dos números tales que el triple de su diferen- 
cia más !/, de su suma sea igual al triple de su suma menos ?/, 
de su diferencia. 


266. Búsquese un número de dos cifras significativas tal, ne 
su valor sea igual à la suma de las ótras siete. 


267. Búsquese un número de dos cifras significalivas tal que 
sumado con el mismo número invertido, la suma resulle igual 
á 77. 


268. El área de un trapecio es de 1400 m2, y su altura de 
50 m. ; calcular las bases, sabiendo que cada úna es un número 
entero divisible por 8. 


269. Elárea de un lrapecio tiene 913 m?,y 30 m. úna de las 
bases; búsquese la otra y la altura, sabiendo que ésia liene 
más de 10 m., y que los números “que representan la base y la 
akura son enteros. 


270. 4 Cuáles han de ser las dimensiones de un rectângulo para 
que no cambie de área, si se disminuye de 5 su base y se 
aumenta Sá su altura? 


271. Representar la longitud del metro, colocando únas al lado 
de ótras monedas de 5 y de 2 céntimos, siendo el diâmetro de 
estas monedas de 25 y 20 mm. 


272. Dividase el número 1000 en dos partes respectivamente 
divisibles por 11 y por 17. 


273. Representar la longitud del metro, colocando fichas al 
lado de ótras, y cuyos diâmetros respectivos lengan 21 y 26 mm, 


274. 4 De cuântos modos puede pagarse una suma de 89 pts., 
dando duros y recibiendo monedas de 2 pls. ? 


275. Dividir el quebrado *2/; en ótros dos cuyos denomina- 
dores respectivos sean 7 y 9. 


a 
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276. Una vendedora tiene dos sacas de café : en la primera 
hay 7 kg. de café de Cuba, 3 de Haiti, 8 del Brasil, y vale 91 pts.; 
la segunda encierra 8 kg. de café de Cuba, 6 de Haití, y 9 del 
Brasil, y cuesta 119 pts. ; calcular el precio del kg. de cada 
úna de estas calidades, sabiendo que estos precios expresan 
números enteros de pesetaa. 


DESIGUALDADES. 


277. + Cuáles son los valores enteros que verifican la desigual- 
dad de 4 >85- E? 


248. Determinar los valores enteros y mayores que 1, compro- 
bando la desigualdad x+ +: > 20 — 4. 


279. Búsquense los valores enteros de x que verifican las 
desigualdades : 


So + E >lr+3 y 


280. ; Qué valores enteros de x a las desigualdades : 


do tê 





< 2x + 21. 


7 3 +2>2+8 y N-te<8r+6? 


281. ; Cuáles son los valores de x que comprueban las desi- 
gualdades : 


8r—1> 28 y Ww-S>5e— g? 


282. Búsquense los valores enteros, positivos ó negativos que 
veritican las desigualdades : 


6+M>B+4 1 E+ra<T+a 


PARTE TERCERA 
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SI — Potencias y raíces de las expresiones 
algebraicas. 


“112. Potencias. — El cuadrado 6 segunda potencia de 
| una cantidad es el producto de dos factores iguales à esta 
cantidad. 


Asi a? é axa es el cuadrado de a. 


La tercera, la cuarta, ... la emésima potencia de una 
cantidad serán el producto de tres, cuatro,... m factores 
iguales à esta cantidad. 


Asi ab? . ab?. ab? = ab, 
y la emésima potenciade (a--b) es (a--b)m. 
113. Elevación à potencias. — Para elevar un pro- 
ducto à una potencia, se eleva cada factor à csta potencia. 
Esemrtos: (06º -=ab ab.ub.=-aaa. bbb = ab, 
(2aºb)3 — 20%b . 20ºb . 20ºb — 23a8b?, 
(3aºb')m = (30ºb3) . (3a2b?)... = 3ambsm, 


Para elevar un quebrado à una potencia, se elevan sus 
dos términos à esta potencia. 


alo aa aaa 
Asi (5) pop pb UM! 
(jm 
n — n Eds ww 


Nota. — Para obtener una potencia de un monomio, 
hay que elevar el coeficiente à esta potencia, y multiplicar 
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por el grado de la misma los exponentes de las letras que lo 
componen. 


114. Raíces. — Raiz cuadrada de una cantidad es otra 
cantidad que, elevada al cuadrado, da la primera. 


La raiz cuadrada de: 40ºb! es 2ab?; pues esta última 
cantidad multiplicada por si misma da 49?b*. 


Raiz tercera, cuarta, ... emésima de una cantidad son 
otras cantidades que elevadas à la tercera, à la cuarta, à la 
emésima potencia, dan las primeras. - 


Asi. V2Tatb'o — 3a?b%e, | 
V(Gz + 9) = 32 + 9. 


Nota. — El grado de un radical se indica por el índice; 
asi, de los radicales siguientes : 


va, VD, Ve, 
el primero es del segundo grado, el segundo del quinto 
grado, y el tercero del emésimo grado. 


115. Extracción de raíces. — Para extraer una raiz 
de un producto, se extrae esta raiz de cada úno de los fac- 
tores. 


Asi la raiz cuadrada de abe es igualá Va.yb.ve, 
ósea vabe |, pues en ambos casos el cuadrado es: abc. 
La raiz cúbica de ab? es Vai. VD, 


ó sea Vaib?. 
La raiz emésima de ab! es Ya. “jm 
ó sea | Vabi. 


Para extraer una raiz de un quebrado, se extrae esta raiz 
de cada úno de sus términos. 


º o Va 
Asi VE= 
a Vit 2 
Vo=ig=T 


8 


V E 
vo Ny: 


< E 
nd 


104 ÁLGEBRA 


116. Cuadrado y raíz cuadrada. — De que un cua- 
drado es el producto de dos factores iguales, se infiere que : 


4o El cuadrado de un monomio es siempre un mono- 
mio positivo, y para obtenerlo se eleva el coeficiente al cua- 
drado, y se duplican los exponentes de todas las letras que 
lo componen ; 


2 El cuadrado de un binomio es un trinomio. 
Asi (—ab)(— ab)=+-a?b?, asi como (+ ab)(+ ab). 
(a+b)(a+-b)=a* 4 bº+-2ab. 
117. Notas. — I. — Para que un monomio sea cua- 
drado perfecto, es preciso : 
1º Que sea positivo ; 
2º Que su coeficiente sea cuadrado ; 


3º Que sus exponentes sean pares. 
El monomio 16a*b*cº es cuadrado perfecto. 
II. — Por convención, la raiz cuadrada de una cantidad 


cualquiera a se expresa por Va. Por lo tanto el cuadrado 
de va esa. 

Luego, para elevar al cuadrado un radical de segundo 
grado, basta suprimir el signo V 


HI. — Las dos cantidades opuestas tab y —ab 
son las raices cuadradas de a?b?. 


118. Teorema. — Un radical de segundo grado tiene 
das valores iguales y de signo contrario, y sólo dos. 


Sea m? una cantidad positiva (nº 116); llamando x su 
raiz cuadrada, tendremos : 


e=ym. 
Elevando los dos miembros al cuadrado, resulta : 
g-—m 6 q—m!=0. 
Siendo x? — m? la diferencia de dos cuadrados, se tiene : 


(x—m) (x4-m)=o0. 
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Pero, para que un producto sea igual à cero, basta que 
úno de sus factores sea nulo; luego, escribamos : 
e«—m=o0, dedonde v=m, . 
y ct-m=0, de donde x=—m. 
Como no hay otro medio para anular el producto 


(x —m) (x +m), se infiere que un radical de segundo grado 
tienc sólo dos valores que son iguales y de signo contrario. 
e 


Nota. — Los valores tm y —-m son las raices 
del radical de segundo grado; luego v=+tHy/mi=+m. 


119. Cantidades imaginarias. — Todo número posi- 
tivo, entero 6 fraccionario, tiene raiz cuadrada exacta con-la 
aproximación que se quiera; pero una expresión negativa, 
tal como — m?, no tiene raiz cuadrada, pues no existe can- 
tidad que, elevada al cuadrado, dé resultado negativo. 


Una expresión tal como y—a?, que no tiene raiz 
cuadrada, se llama cantidad imaginaria, por oposieon â 
las demás cantidades que se Ilaman reales. 


Se puede escribir : J—a!= Vatx(— 1); 
ósea tay—i. 

Toda cantidad imaginaria puede reducirse à la forma 
a/—4, es decir que es equivalente à la raiz cuadrada de la. 
cantidad subradical, considerada como positiva, multipli- 
cada por (— 4. 

Sea, por ejemplo, J—S; 
podemos escribir: —9 = Ix(— 1) =3/=T, 

Sea otraexpresión y—3; 
podemos escribir : 


=35—)=3V/-1=1,73205V—1. 
Nota. — La segunda potencia de [— 1 es — 1; later- 


cera potencia será —1 y—1; la cuarta potencia resultará 
del producto de la segunda potencia por si misma: 


(V—T)=(—13=4. 


Luego, la segunda potencia de una cantidad imaginaria 
es negativa, y la cuarta potencia es positiva. 
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$ II. — Cálculo» con los radicales de 
segundo grado. 


120. Sacar del radical un factor cuadrado. — Para 
sacar fuera del radical un factor cuadrado, hay que extraer 
la raiz cuadrada de este factor y escribirla antes del radical. 


Sea la expresión  Va?b; 


tenemos Vad =avb, 
pues Job = a. VD, 
Ó sea ayb. 

Asimismo la expresión vVe(a — DJ! 
puede escribirse : (a —b) vê é 


Aplicación : Simplificación de los radicales. — 
Para simplificar un radical, basta extraer la raiz de todos los 
factores cuadrados que encierra. 


“Asi v5albic? se  convierteen  ab'cy5; 
V8a?b3 » » V4202bb 6 sea 2aby9b ; 
VIE DO o» o» VIoabb> DAM, 
6 sea Vdab(2a!b — 1), y por último 3ab? da%b —T. 
121. Introducción de un factor bajo el radi- 
cal. — Para introducir un factor bajo un radical, hay | 


que multiplicar por el cuadrado de este factor la cantidad 
subradical. 


Asi ab =vVab,y (a+b)vVc=vycda+b. 


APLICACIÓN. — Esta operación es utilisima en los cálcu- 
los numéricos para obtener mayor aproximación. 


Asi se calculará la expresión 825 V1Ô, transformândola 
en la equivalente V825'><10. 


Pr 
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OPERACIONES CON LOS RADICALES 


122. Radicales semejantes.. — Dos radicules son 
semejuntes cuando tienen un mismo indice y la misma can- 
tidad subradical; tales son los radicales : 


6/a, —bya, +abya, Sid 


En ciertos casos no se ve desde luégo que los radicales son 
scmejantes, sino cuando se los ha simplificado. 


Asilos radicales aV48, —bV27, +V12, 
se convierten en ai6.3 — bV9.3 + 43, 
6 sea ta/3 — 3b/5 +S; 
por lo tanto son semejantes. 


123. Adición y sustracción. — Para sumar y para 
restar radicales, se cscriben à continuación únos E ótros, 
según las reglas dadas para estas operaciones (nos 23 y 25), y 
se reducen los radicales semejantes. | 


Asi : 
1º los radicales 5/b, —8/2, +2V/b, +5/2, — 
surnados dan : 
5/b — 8/2 + 2,b, E 5/2 —yb , 
y, después de la reducción : 
6vb e 3,2 
Z% Si de 3/2 +42,b — ya se resta 5/2 — vb, 
resulta : | 
3/2 +2Vb — ya — 52 + VD, 
y, después de la reducción : 
— 2/2 +3/b — va. 


124. Multiplicación. — El producto de varios radicales 
de segundo grado es igual à la raiz cuadrada del producto 
de las cantidades subradicales. 
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Asi el producto de Va por VD ypor Vc es Vade; 
pucs las expresiones Va >xyb x yc y Vabc, elevadas 
al cuadrado, dan igualmente abc (no 117, II). 


125. División. — El cociente de dos radicales de 
segundo grado. es igual á la raiz cuadrada del cociente de 
las cantidades subradicales. 


El cocientede Ja por VD es V F ; pues las expre- 





siones no y V + , elevadas al cuadrado, dan igual- 


mente e 
“b e 


126. Elevación á potencias. — Para elevar un radi- 
cal à una potencia, se eleva á esta potencia la cantidad 
subradical. 

Asi la tercera potencia del radical Va es Vax<vya x va 
ô sea va? (no 124). 


La cuarta potencia del mismo será Va*, la quinta Vo, etc. 


127. Extracción de la raíz cuadrada. — Para 
extraer la raiz cuadrada de un radical se multiplica por 2 
el indice de este radical. 


Asi VVva =Va, 
pucs la cuarta potencia de ambos miembros es a. 


128. Aplicación. Convertir una expresión irra- 
cional en ótra cuyo denominador sea racional. — 
Cuando el denominador de un quebrado es irracional, con-. 
viene en muchos casos convertirlo en racional, para facilitar 
los cálculos. 


2 
jo Sea, por ejemplo, de calcular el valor de o 


Hay que dividir 2 por 2,236067977..., operación larga y 
cuyo resultado es poco satisfactorio, ya que el divisor no cs 
el valor exacto de 5. 


Pero si se multiplican por /5 los dos términos del que- 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 409 


brado Ee , NO se habrá alterado el valor de este quebrado, 


yel divisor quedará exacto y racional, 


Lucgo, puede escribirse : 


= N e 2/5 
5. E 
- y el cociente será E quinta doa de 2 x 2,236007977... 
a 


9o Sea la expresión 2-2" 


Multiplicando numerador y denominador por 24-V2, 
resulta : 


HD  so+ 3) — (247) 


FERRO a a ERR == 34). 
C-Dero 4-2 a 
3º Sea la expresión ERR 


Multiplicando numcrador y denominador por VA + yr, 
resulta : 


EEE) am ati +) j 
(E — qn) (EAR)! PSA air 


129. Regla. — 14º Guando el denominador es un cadical, 
se multiplican ambos términos dei quebrado vor este radi- 
al; 2º cuando el denominador es una suína O Una diteren 
cia, se multiplican los dos térmisus por ia diferencia 6 la 
suma de las mismas cuntidades. Às! resuita racionai el dero- 
minador de la expresión, y es igual à la diferencia de los 
cuadrados de estas cantidades. 


$ HI. — Resolución de una ecuución de 
segundo grado con una incóguita. 


130. Definición. — Llâmase ecración de segundo grado 
la ecuación en que el mayor exponente de la incógnita es 2. 


Asi la ecuación x? +-2x=3 es de segundo grado. 
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131. Ecuación completa. — La ecuaciôn es completa 
si, después de ejecutar las reducciones, contiene : 1o la 
segunda potencia de la incógnita, 2º la primera potencia de 
la incógnita, 3º un término conocido. 


Por ejemplo. 520º — 22x = 15. 


La ecuación completa de segundo grado con una incógnita 
puede tomar siempre la forma de 


ag + be 4-c=0, 
en la cual a, b, c representan cantidades conocidas, mono- 


mias ó polinomias, positivas ó negativas, siendo a positiva, 
lo que siempre puede conseguirse. 


132. Ecuación incompleta. — La ecuación es incom- . 
pleta si no contiene la primera potencia de la incógnita 
ó el término conocido. 


La ecuación 3x2 = 75 
es una ecuación incompleta, así como ax? = bx. 


La ecuación incompleta de segundo grado Euro siempre 
reducirse à úna de las dos formas : 


a? + c=0, (4) 
ax + be = 0, “(2 


en las cuales a, b, é representan cantidades conocidas, posi- 
tivas ó negativas, siendo a positiva, lo que siempre puede 
“conseguirse. 


RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN INCOMPLETA 


133. Resolución de la ecuación de la forma 





ax + c=—0 
De la ecuaciôn ax! -+-c==0 resulta que 
E em = 
de donde =. V-< — — (na 118) 


Luego, la incógnita x tiene dos ea iguales y con signo 
contrario, € 
+ 
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134. Resolución de la ecuación de la forma 
ax? 4 be=0, óbien a(ax +-b) =0. 
Igualando separadamente à cero cada úno de los factores, , 


' resultan : 2 2=0; g=—0. 


Asi se ve que úna de las raíces es 0, y la ótra es igual al 
cociente que resulta de dividir el coeficiente del segundo 
término, con signo contrario, por el del primero. 

EJeMPLOS. 1º Resolver la ecuación 

2x 4x ! 


8xº 


Tenemos: 15 — 120, 
87º = 1920 >< 15 — 1800, 
= 10 905, 


a ind 


2= + =+15. 


20 Resolver la ecuación 
(ex +5)=9—1O. 
Tenemos: q—2x+-5r—10=-9x —1O, 
q — 6r=—0, 
e(x — 6)=0. 
Igualando à cero cada factor, resulta : 
2=0 .y q=0, 
30º Resolver la ecuación 


c+1 g—l 
o — 1 + c+t+1 o" 


Quitando los denominadores, se tiene : 
Pp tifaodp1=62"—6, 
4? — 8, 
q — 2, 
c=+ (2, 
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RESOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN COMPLETA 


435. Resolución de la ecuación de la forma 
ax? + br + c==0. | 

Traslademos el término c al segundo miembro y multipli- 

quemos por 4a todos los términos : 
4a? + 4aba = — bac. 

Agregucmos á ambos miembros la cantidad b?; el primer 

miembro resulta ser el cuadrado de 2ax--b: 
4a'x? 1 Sabe 4 b? = b? — 4ac, 

Ó sea | (Zax + b)? — b2 — 4ac. 


Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros : 


x + b=+ bi—dac, 
22x = —b+ Vb?— 4ac, 


de donde p= btyidoe, (1) 


Lucgo las raices de la ecuación completa de segundo 
grado ax?|+ br c=O son iguales à un quebrado, cuyo 
numerador es el coeficiente del segundo término con signo 
contrario, más ó menos la raiz cuadrada del resultado que 
se obtiene restando del cuadrado de este coeficiente el cuá- 
druplo producto del coeficiente del primer término por el 
rérmino conocido, y cuyo denominador es el duplo del coefi- 
ciente del primer término. 


Llamando x' y x” à los valores de la incógnita en la fór- 
mula (1), se tiene : 


= b+ Ja 
RS 7 

Raiccs : 

a ai > Va 
ARC GESE 


“AÁPLICACIONES. 1º Resolver la ecuación 
27º — 72x 4-3=0, 
en ia que a=2, b=—-1 x c=38. 


E N 
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La fórmula (1) da : 


7+ 49 — 24. 
= 





8 
| 
wi 


de donde .=3 y &' = a 

92 Resolver la ecuación 
to? 4 3wx—1=—0. 

La fórmula (1) da : 


— —8+y5FI8 
— 3 ; 
— 35 
= 
de donde q = 5 y v'=—4. 


136. Notas. — I. — La fórmula (1) puede transformarse 
en ótra más sencilla, caso de ser divisible por 2 el coeficiente 
del segundo término. 

En efecto, en dicha fórmula supongamos b=-2b', y sus- 
tituyamos en ella su valor; tendremos : 

— 9b' + V4b2 — 4ac 
ia eo ee 
a 
ó sea, extrayendo la raiz del factor común 4, y simplifi- 
cando : 
— b+Vb2— ac 
RC 


L= (2) 
ÁPLICACIÓN. Sea de resolver la ecuación 
322 + 4x — 4 0, 


La fórmula (2) da : 





o —Q2+J44-1 
T = = AE ; 
—2+ 4 

ge Se 


de donde U= y = 2. 
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I.— Si a=-1, ai mismo tiempo quo b es par, la fór- 
mula (2) se convierte en la siguiente : 


a=—b+HybiTE. (3) 


ÁLLIGACIÓN. Sea de resolver la ecuación 
— 6x -- 7 =0. 


La fórmula (3) da : 
e=3+/9—7, 
e=—3+2. 
de donde q =4,44... y q: :1,588.. 


137. Condiciones de realidad de las raícer. -— Enla 


— b+ e hac 
b) 


fórmula x = - la contida! b? — Sac 


se Ilama diseriminante 6 iai por depender de ella 
la realidad de las raices. 
Consideraremos tres casos, según tengamos : 
bP— 4ac>0 ; b'—-4ac=0 ; bt—4ac<. 
I.— Sea b?— 4ac > 0. En este caso, la ecuación tend 4 


“dos raices reales y desiguales, pues siendo b?—4ac iguil 
à una cantidad positiva m?, por ejemplo, resultará : 


= bm 
RES E 
nv >b—m 
p= Dom, 





JI. — Sea b? — 4ac =0. Entonces las dos raices son 
reales é iguales, pues tenemos : 


s=>1+0 05 
= da To 9? 
rn —b—O b 

Rd on 


III. — Sca b?— 4ac < O. En este caso, las dos raices 
- serán imaginarias, pues siendo b? — 4ac igual à una can- 
tidad negativa —m, las raices serán : 
—bty=m 
Eis Za 
no —b—vJy—m 
= 
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138. Notas. — I. — Para resolver la ecuación general de 
segundo grado ax! | br +-c=0, se forma primero el 
discriminante b?— 4ac: 


1º Si el discriminante es positivo, esto es, si se tiene 
b*-—4ac>0, la ecuación tiene dos raices dadas por lu fór- 
mula 


o) —bkvyb!—dac 
so 2 


2º Si el discriminante es nulo, esto es, si se tiene 
b?— 4ac= 0, la ecuación tiene sólo una raiz Ilamada doble 
(esto es dos raices iguales) dada por la misma fórmula, que 


os b 
se reduce à =— 4 
3º Si el discriminante es negativo, esto es, si se tiene. 
b* — 4ac< 0, la ecuación no tiene raices reales. 


- TI. -- Siendo a positivo, las raíces serán reales si c es ne- 
gativo, puesentonces — 4ac será positivo, y esta cantidad 
afiadida al cuadrado b? dará un discriminante positivo 
(der caso). 
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2 + pe +q=0. 


139. La ecuaciôn completa 
ax? +- ba +- c=0 
siempre puede convertirse en la siguiente $ 


qo + pr4-qg=6. 
Para ello, dividamos todos los térrzinos por el coeficiente 
de ax? ; tendremos : 


nt >o+£=0, 
b c . 
[lagamos q? )Y =; resultará ; 
2 + pr +q=0. 





116 E ÁLGEBRA 


Esta es la forma que toma la ecuación de segundo grado 
cuando el coeficiente de x? es la unidad. 


140. Resolución de la ecuación de la forma 


2 + porxtg=0. 
Traslademos q al segundo miembro, y à ambos miem- 


bros agreguemos T para que el primero resulte el cua- 


drado de x 5 : 


Ê 2 a 
2 +tprt = — 4 

2 2 
ô sea (=+ É) — E —q. 


Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros * 


de donde a=—-DryE-q (4) 
Separando las raices, tendremos : 
— 
q = — 5 + VE — q, 


Po /PE 
nd band vã q. 


Luego, las raices de la ecuación de segundo grado 
de la forma a? +-px4-g=0 son iguales à la mitad del 
coeficiente del segundo término con signo contrario, más 
ó menos lu ruiz cuadrada de la cantidad obtenida restando 
del cuadrado de esta mitad el término conocido. 


141. Notas. —-I. — Para resolver la ecuación de segundo 
grado x? |- prq, hay que formar primero el discrimi-. 
É ga | 
aante “— — q. 
E 2 
jo Si e — q>0, la ecuación tiene dos raíces dadas 
por la fórmula (4); 


[ 
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2 
Vo Si T—q=o, hay sólo una raiz que es — 


2 
9 Si Le <0, la ecuación no tiene raíces. 


II. — Las raices son siempre reales cuando q es negativo, 
pues entonces — q resulta positivo, y su valor afiadido 


2 | 
al cuadrado e da siempre un discriminante positivo. 


- APLICACIÓN. Resuélvase la ecuación = — z — 2, 


Esta ecuación se convierte en la siguiente : 
ag? 4- 6x — 27 =0. 
Formemos el discriminante : 
Eq — ni + 27=36, que resulta positivo. 
Luego la ecuación tiene dos raices (nº 141, 10), que sc cal- 
culan por medio de la fórmula (4) : 
d=-S46=8, 
q=-3—-6=——O. 


5 IV. — Relaciones entre los coeficientes 
y las raíces 
de la ecuación de segundo grado 


142. Suma y producto de las raices. — Ya sabe- 
mos que las raices de la ecuación 


ax? +- br + c=0, 


== TIA 

son : = eo e 
— —b—y dao 

Dream 2a e 


“Si, sucesivamente, sumamos y multiplicamos entre si 
estas dos raices, tendremos * 


jo tao oa = a 
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2 Pp 2.1 
% a!x'! — b? — (b? — 4ac ca POn Dado E 
4a Aa? a 


lo que manifiesta : 


40 Que la suma de las raices es igual al cociente, con 
signo contrario, del coeficiente de x por el de xº; 


2º Que el producto de las raices es igual al cociente del 
término conocido por el coeficiente de x2, 


143. Nota. — Cuando la ecuación de segundo grado es 


de la forma + prl-g=o0, 
resulta : o +tar'=— p, 
y ga" = q. 


Estas relaciones se expresan asi : 


jo La suma de las raíices es igual al coeficiente de x con 
signo contrario ; 


2º El producto de las raices es igual al término cono- 
cido. 


APLICACIONES 


444. — I. — Formación de ecuaciones que admi- 
tan por raíces cantidades conocidas. E 


Estas propiedades importantes facilitan el formar una 
ecuación de segundo grado cuyas raices sean números cono- 
cidos. 


Siendo q y a” las raices de la ecuación 
e + pr +q=o0, 


pongamos — (a + 2) en vez de Pp, y v'x" en vcz de q; la 
ecuación se convierte en la siguiente : 
q — (x xd + xx! =0. 
Comprobación. Esta ecuaciôn resueita con relación à x, da 
por raices x y q”. | 


Esexros, 1º Fórmese una ecuación cuyas raices sean 3 
y 5. 
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Tenemos : gta =8=—p,. 
de donde p=—8, . 
y g'g"! = 15==q. 


La ecuación será : 
q-—82415=0. 


9 Fórmese una ecuación cuyas raíces sean —5 y +-2 


Se tiene: ctrr=—-3=—p, 
de donde p=3, 
y q" = — 10 = q. 


La ecuación será : . 
2 + 32 — 10=0. 


a ; 3 
30º Fórmese una ecuación cuyas raices sean — q Y + 2. 


“Setiene:; o +" =— Sto pi=—p 


de donde À p=-S, 
n 6 
Y ax aa cla: É 
La ecuación será : 
5 6 
— qo— q =0, 
6 sea 4x? —5e— 6=0. 


145. Problema. — Calcular dos números, conociendo 
su suma y su producto. 


Estos números serán las raices de una ecuación de segunao 
grado «? + pa -|-q, en que conocemos la sunia, S = — p, 
y el producto, P=q. 


Esta ecuación será : 
q — Sr +-P=0, 
y las raíces, ó sca los números pedidos : 


x Ss, ” 
ni= Tt pet (5) 
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Para que sea posible el problema, las raices han de ser 
reales; por lo tanto, debemos tener : 


SS. p= 
E P=>0. 
EsenpLo. Búsquense dos números cuya suma sea 2 y 
cuiyo producto sea 91. 


Apliquemos la fórmula (5) : 
ni= +40 00 q =10+3. 


Los números pedidos serán 43 y 7. 
146. — II. - Signo de las raíces. 


De las mismas propiedades se deduce que, sin Eadivs 
una ccuación de segundo grado completa, se pucden hallar 
los signos de las raices. ga ello, hay que escribir la ecua- 


ción bajo la forma q? + 2ar£ =0, ódesu idéntica 
2 Hprtgqg=0, 


y cerciorarse primero de que las raices son reales, esto es, 
de que no es negativo el discriminante. 


Como lo hemos visto ya (nos 4492 Do y 143), 
| — e 
qr a =41- 


4º Al mirar el signo del término conocido, ya se puede 
conocer si las raices tienen ó no igual signo : 

à e C 4 ... [2 º e “ 

a) Si q * es positivo, las raices tienen igual signo, por 
ser positivo su producto (no 27); 

b) Si - ó q esnegativo, las raices tienen signo contrario, 
por ser negativo su producto. 


2º Cuando las raices tienen igual signo, para encontrarlo 
basta fijarse en el del coeficiente de x, sabiendo que la suma de 


las raíces tiene el signo contrario al de > ó p (nos 142,10 


y 34º “a, 
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a) Si + ó p es positivo, ambas raices son negativas ; 
b) Si > ó p es negativo, ambas raices son positivas. 


3º Cuando las raices tienen signo contrario, el signo de 
la suma, 6 sea el signo contrario de - ó de p es el signo 
de la mayor en valor absoluto : 

a) Si > ó p es positivo, la mayor en valor absoluto es 
negativa ; | 

b) Si > ó p es negativo, la mayor será positiva. 

Nota. — Inútil es formar el discriminante cuando el tér- 


mino conocido es negativo, pues en este caso las raices son 
realesg (nos 138, II y 141, II). 


EJEMPLOS. 1º Reconocer á simple vista la clase y el signo 
de las raices de la ecuación 


7x2 — 119x — 1890 — 0. 


4º Las raíces son reales por ser negativo eltérmino co- 
nocido; | 


2º Las raices tienen signo contrario, siendo su producto 
negativo ; : 


3º La mayor raiz en valor absoluto es positiva, pues, 
siendo negativo el coeficiente de x, la suma.de las raices es 
positiva. 


2º Hágase lo mismo, respecto de la ecuación 
27* — Tx 4 6=0. 


4o Las raices son reales, pues b?-—4ac>0; 


2º Las raices tienen ignal signo, siendo positivo el pro- 


c 
ducto a 


3º Ambas raices son positivas, pues, siendo E negativo, la 


suma de las raices es positiva. 
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BV— Ecuaciones bicuadradas. 


147. Definición. — Ecuaciones bicuadradas son aqué- 
llas que tienen la forma 


axt 1- ba? 1- c=0, (1) 
esto es, las ecuaciones de cuarto grado que no encierran 
- más que las potencias pares de la incógnita. 


148. Resolución de una ecuación bicuadrada. 
Para resolver la ecuación (1), hagamos : 


q? —z, de donde aq!=— 22, 
La ecuación se convierte en la siguiente : 
az*4- bz +-c=0, 


— b+ bd? — 4ac 
Da , 


de donde (no 135) := 
y porlo tanto v=+ pa due. (2) 


Las cuatre raices serán : 
e: E TER 
pre ES ESTA den, fac 
tp y/cbryfte : 
= /=b+ Echo, 
Pet 


Cd (e ART R 
Da 


Estas raíces son iguales de dos en dos y de signo contra- 
rio, lo que resulta de que como no encierra la ecuación más 
que las potencias pares de la incógnita, no sc altera el valor 
de esta ecuación cuando se cambia x por — «x. 


APLICACIONES. 1º Sea de resolver la ecuución 


q* — 102º +9=0. 
o 
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La fórmula (2) da : 


q=+V5+/5—0 =+y5+4, 


de donde 1=3, v'=14, "'=—3, g'=—4, 
2 Seala ecuación aqt—l4x? —32=-0. 
Tenemos - 


2=+VI+/9 138 =+V7T9, 
dedonde x =4, 2'=/—92, v'=—4, v'=—y—2; 
dos raices son reales y dos imaginarias. 


3º Sea la ecuación 44 — 5x? + 1=0. 


Tenemos : | 
n==+ 1/5/8518 =+y*7S o 
de donde x'=1, xw'= 1 gt = —4 agia ns 
a tá 2> pese b) ac 2º 


$ VI. — Ecuaciones con varias incógnitas. 


149. Definición. — Llámase sistema de ecuaciones de 
segundo grado, un sistema en que una ecuación à lo menos 
es de segundo grado, siendo las demás de segundo ó de 
primer grado. 


Para resolver un sistema de ecuaciones de segundo grado, 
hay que principiar por eliminar una ó varias incógnitas 
hasta tener una ecuación con sólo una incógnita. Pero esta 
ecuación puede resultar de un grado superior al segundo, 
y entonces, no puede resolverse por los procedimientos del 
álgebra elemental si no es bicuadrada. 


150. Sistema de dos ecuaciones, úna de las 
cuales es de primer grado. — En la ecuación de primer 
grado se saca el valor de una incógnita, y se lo di en 
la de segundo grado. 


EJEMPLO. Resuélvase el sistema siguiente : 
2 t-yls4r—b6y—13=0, (1) 
3%e— 2y— 1=0. (2) 
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La ecuación (2) da : 
— 1 
= =. 
Este valor sustituido en la ecuación (4), resulta : 
q —Zg —3=0, 


“Mm 


que tiene por raices : 
£=3; & = —=4, 
Estos valores sustituidos en la ecuación (3), tendremos : 


j=4 y=— 


151. Sistema de dos ecuaciones de segundo 
grado. — La eliminaciôn de una incógnita proporciona á 
menudo una ecuación de grado superior al segundo, la cual 
no puede resolverse de ordinario Lai los procedimientos 
elementales. 


Sin embargo puede resolverse : 
4º Cuando es bicuadrada (no 148) d 


2º Guando el primer miemmbro es el producto de dos fac 
tores de segundo grado ; pues, en este caso, igualando suce- 
sivamente à cero cada factor, resultan dos ecuaciones de 
segundo grado cuyas raices son los valores de la ecuación 
de cuarto grado encontrada. | 


EJEMPLO. Resuélvase el sistema 


y(at— b3)=0, (1) 
ay =b (nº — q?), (2) 
De la ecuación (2), resulta : 
b 
A RR (3) 
Este valor, sustituido en la ecuación (1), da : 
q (-=0. (4) 


Ya que no es nulo = esta igualdad no puede verifi- 
varse sino para 
Q&—-a=0 y 2º--b2=0, 
ó qa? y = be. 
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tt 
De donde ii=a y amt=b. 


Estos valores son las raices de la ecuación (4); al susti- 
tuírlos en la ecuación (3), encontraremos los de y : 


y =— (a q*)=0, 


ejo seje 


C yW=2(b—as 


“452. Artificios de cálculo. — Á menudo, por medio de 
artificios de cálculo se puede simplificar la resolución de un 
sistema de ccuaciones de segundo grado, y resolver un sis- 


tema que conduce à una ecuación de grado superior al 
segundo. 


Hé aqui varios ejemplos de los artificios más usados : 


4o Sea el sistema de dos ecuaciones 
T+y=8, 
xy = 15. 


Conociendo la suma y el producto de las incógnitas, estas 
incógnitas serán (no 144) las raices de la ecuación 


Xº-—8X4+-15=0, 
de donde x 6x =44 16-15 =5, 
| v 6y=4— 1[6—15 =3. 
Do Sea el sistema de dos ecuaciones, 
L—y=5, 
"qy=8. 


Elevemos la primera al cuadrado y multipliquemos la 
segunda por 4. 


Tendremos : 
a + y— 2xy = 25, 


bxry = 336. 
Sunicmos ordenadamente : 


q + y3 4 2x) — 361. 
Extraigamos la raiz cuadrada : 
z+y=19. 
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Ahora conocemos la suma y la diferencia de las incógnitas ; 
luego (nº 71) 


. A+59 19 
dq 5) ra ? 
419 — 5 
Ego 
3 Sea el sistema de doc bcuddinnaas 
T+y =, 
2. + y3 = 13. 


Elevemos la primera al cuadrado y de ella restemos la 
segunda : 


PHP y—aty=95—18, 
2xy = 12, 
oy = 6. 
Conociendo la suma y el producto, tendremos : 
X—-5X46=0, 


S (St Cosa S=8. 
y 2a y=2 
4º Sea el sistema de dos ecuaciones : 

e+y =O6, 

ax + y3 — 126. 


Elevemos la primera al cubo y de ella restemos la 
segunda : 


2 + Ity HS ya — p= 016 —198, 
Sºy + 3xyº = 90, 
vy + uy! —30, 
xy (x + y) = 30, 
Sustituyamos xty con6: 
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Conociendo In suma y el py ducto, tendremos : 
X<=6X14-5=0, , 


z% eb 


5o “ea aún el sistema de dos ecuaciones: 


q +y=2, 

cy = 12, 

Elayomos la segunda àl cuadrado : 
ay? — 144, 


Conociendo la suma y el producto de los cuadrados de las 
incógnitas, estos cuadrados resultarán de la ecuación 


X— $X 41450, 


2 (  25+)625—576 oa =18 
pl d+ 08 ag 


de donde e=+4, y=+83. 


Los valores negativos —4 y —3 satisfacen las ecua- 
ciones dadas, asi como los valores positivos |-4 y +3. 


$ VII. — Problemas de segundo grado. 


153. Definición. — Un problema es de segundo grado, 
cuando su planteo conduce á la resoltciôn de una ecuación 
de segundo grado con una incógnita. 

El planteo de este problema se efectúa como ya queda 
dicho (no 94). 


La ecuación obtenida puede tener cero, 1 ó 2 raices, y por 
lo tanto, el problema puede tener el mismo número de 
soluciones. Guando la ecuación suministra varias raices, hay 
que cerciorarse de que todas cumplen las condiciones de 
los datos, sino se deben desechar. 


Á continuación resolvemos algunos problemas de segundo 
grado : 


154. Problema I. — El producto de los 3/4 de un. 
número más 9 por los 3/4 del mismo menos 9 es igual 
á 1008. ; Cuál es ese número? 
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Llamando & al número, se forma la ecuación 
(E +9) (E —9)= 1008, 
9? 


“6 — 1 == 1008, 
Dx? — 16 (1008 +- 81) = 16 >< 1089, 
= OXI0O agem, 
de donde e = + /16>x< 121 =+4>x<4M, 


q =4 y q'=— 44. 
Los números 44 y — 44 cumplen la condición de la ecua- 
ción. 


IH. Una suma de 400 pts. debe distribuírse en partes 
iguales entre cierto número de personas. Pero en el 
momento de la repartición faltan 5 de ellas, lo que permite 
lar 4 pts. más á las ótras; ; cuántas personas habia al 
principio ? 

Sea x el número pedido, x —5 representará el número 
de personas entre quicnes se ha hecho la repartición,' AR 


representa la suma que habria recibido cada persona si 





ninguna hubiese faltado, y Rena lo que recibe cada úna 


de las que quedan. La ecuación será : 





400 400 
5 o 1% 
Ó sea q — 5e—500=—0, 
de donde x=— 5+v25+2000 =5+45. j 
2 2 
Las raices son: q =—295, q— —2U. 


Por lo tanto, habia 25 personas. 


Hay que desechar la segunda raiz por no cumplir las con- 
diciones de los datos. 





a 
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WI. Jin un circulo se cortan dos cuerdas ; la primera 
ticne 30 metros, y la segunda que corta á ia primera 
men su punto medio tiene 50 metros; é cuúles son los dos 
segmentos de ésta ? 


Los segmentos de la primera son 
iguales, y tienen por producto 45 >< 15, N 
ó sea 225. ; 
Llamando x à úno de los segmentos de 
amado. segunda, el ótro será de 50 — X; 


Fig. 6. 





MAYO 1933 


Intenciones bendecidas por Su Santidad. — 
GENERAL: Para que la Madre de Dios nos con- 
duzca al Corazón de su Hijo. —MISIONAL: Para 
que los misioneros aumenten en espíritu y en ” 
número. 


Oración por las Intenciones de este mes. 


;Oh Corazón Divino de Jesús! Por medio del Co- 
razón inmaculado de María Santísima os ofrezco . : 
las oraciones, obras y sufrimientos de este día para culivos , sabiendo 
reparar las ofensas que se os hacen y por todas las rado de su semt- 
intenciones por las cuales Vos os inmoláis conti- 
nuamente en el altar. Os las ofrezco en especial 
para que la: Madre de Dios nos conduzca al Co- 
razón de su Hijo, y aumenten los misioneros en 
número y fervor. dos serân v—4 
Resolución apostólica. —Practicar mucho la de- 
voción a lã Virgen como Madre de Jesús. 















PATRONO DE MES 


Mayo, 16. — San Juan Nepomuceno, 
confesor. —Fortaleza cristiana. 

Máxima. — Piensa lo que vas a hablar, 
porque no hables algo de que debas 
arrepentirte. 


“minos del primer 
licadas, resulta : 


San Jerónimo. 


Comunión general: día .... hora.............. 
Comunión mensual, el día del Patrono del mes. 
Comunión semanal ...... ara UR foder o 
Ejercicio de la tarde: día .... hora............ 
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195 + 195º + 45< 14 >< 14 
RR = ia 


Leo 


AGITO 
= í«=14, 
at — 16 1AM 2 4 
e 98 414º 


Los números pedidos son 13, 14 y 15. 


Hay que desechar la segunda raiz, por no cumplir las 
condiciones de los datos. 


V. En los extremos de una recta AB de 18 metros, se 
levantan las perpendiculares AG y BD. Hallar entre 
Ay Bun punto P tal que uniéndolo con los extremos de 
las perpendiculares, resulte PD = 2PC. Sábese que AG —2m. 
y BD =4m. 


Sea PA=-z, entonces PB=—18--4, 
Se tiene: Pl= Vara” 
PD = 16 [(18—a)3; 
la ecuación será : 
VIFUSD5] = 9/5 FT. 
Elevemos al cuadrado y simplifiquemos: 
16 + 924 +. q? — 36x = 44º 416, 
3x? |- 36x — 324 =0, 
q 4 12x — 1080, 
c=—6+ 36108, 
q =—614+12=6, 
q——6—12=— 48. 





El primer valor solo corresponde à la cuestión ; AP == Gm 
y PB=12m, 





ComproBacióN. PG == 36 + 4 = v40 
PD = [144 i6 == 160 =2 46. 
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Vi. £n un triângulo isósceles cuyos lados iguales tienen 
cada úno 24 metros, la altura es una media proporcio- 
nal entre la base y el lado ; calcular la base. 


Sea — (=ga. 


Tenemos : 
AB! = AD — BD'=516-—S. 
Por hipótesis tenemos también : | | 
ABP=AD>xXCD 6 Mr. di D 
lgualando los dos valores de AB”, Fig. 8. | 
resultará : 
576— T 24, 
2304 — x? — 9672 =0, 
at+96w-—2304=0, .. 

2 = — 48 + y2304 + 2304 , 

p=—48-+Vá48'x2, 

= — 4814-4842, 
Luego | v=48><0,44...=19m, 872... 


VII. Dividir una recta AB — 12 
metros en dos segmentos tales que 
la suma de los cuadrados cons- 
truídos sobre estos segmentos sea 
igual à 10 veces el área del tri- 
ângulo exterior DIF. 





Haciendo AH=a, 
resultará: HB=IH=12—2, 


Fig: 900 


DI=DH—IH=2x—(12—-2)=2x—12=Ax— 6). 


La ecuación será : 


2 + (12—2)= 10d OU —a), 
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22º | 144 — 24x — 180% — 100º — 720, 

127º — 904x + 864=0, 

q — 172 4+72=0 
des ei Pp) 


gx — Utiso, 





Las dos respuestas cumplen la condición pedida. 


VIT. En un circulo de metros de radio se trazan dos 
diâmetros perpendiculares; desde el extremo de úno de 
ellos se traza la cuerda CH de 8 metros; calcular los dos 
segmentos en que esta cuerda divide al diâmetro AB. 


C " Sea Al=z, CI=y. 

— Tenemos: ClxIH=AIx<IB, 
ó sea y8—-y)=m10—2). (1) 
Los triângulos rectângulos CHD y 
a que tienen común el ángulo agudo 

, Son ga luego 
Ci 10 
Fig. 10. : = » g= 3 
de donde y= e : 


Sustituyamos este valor en la ecuación (1): 
ls L)=100—28, 
50 — LO =40r—a?, 
16xº — 160x 4175 =0, . 
q — 80.1 6400 — 2800 
16 ? 
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Los dos valores pueden admitirse ; el primero corresponde | 
al caso en que la cuerda esté à la derecha de CD; el. 
segundo, al caso de la figura. 


IX. Se conocen todos los elementos de un triángulo ABC, 
se prolongan los lados más allá deB y se traza ED para- 
lela à la base AG; gcuál ha de ser la longitud de BE = x 
para que el triângulo AED sea equivalente al lriângulo 
ABC? | - | | 

Seãà ED=y, AG=b, BH=a. . gas as 

Tracemos EF==a' perpendicu- j 
lar à AC... 

Los triângulos semejantes CBH, 


GEF dan: 





Vo ltz., 
a a» 
dodandê a — U+a R "FF H 
l | Fig. 14. 


Los triângulos semejantes BED, BAC dan también : 


x | ba 
+= Tº de donde y= —Tº 


) 


El área de AED se expresa por A= He A 


Sustituyamos el valor dey y q': 
| bx a 
A = a 7 U+ x) 


b 
A= a (Io), 


de donde se deduce la ecuación desta) = e. 


Dividamos ambos miembros por se : 
L+ a 
ata) =1, 
«Lic 30, 
LL -—l+Hy2r4ip 


x 
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— (+ VS 
LX — EM AR 
n= ci=Iy5S 

RR e 


Consideremos el radical con el signo -+, pues él solo cumple 
la condiciôn pedida ; tendremos : 


RE 3 (45 —1)=0,6181. 


Luego «x es el segmento mayor de GB =-1, dividido en 
media y extrema razón. (Véase Geometria, no 329.) 


PARTE TERCERA 


Ejercicios de aplicación. 


Extraer la raiz cuadrada de los polinomios siguientes : 


[d 


4. 4 part 
2º qt — 4x? +. 4. 
do 16a? + 40ab + 2º. 
2. 1º Pot garças. 
a: Ei da , 4b* 
E — 3 Tg" 
Je RA 


Simplificar los radicales siguientes y efectuar las 
operaciones indicadas : 


3. 1o bict . 
Ze VBalbic, 


7 2-s7+ 2y2- Ly 
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9. va + 55 — 8. 
3 — w8+yR—wI8 —yD0. 
5. 1 VD + W27 +3/75 — WE. 
2 EVA da SER Cd VA DS 
6. 1º VER. 3º V16a!bi FT 8a'brF Rabi, 





De yDabicl— TBatbiT. 


3 5 
&o Vá atb* — E] atb?, 


Efectuar las operaciones indicadas : 


7.40 vo a 9, 1 (-5—/D)(-5+ 4/4): 


ERA E 2 (Va +V5) (Va —v5). 
3º W97 x3y6. 3 3/—-8x2%W—18. 
8. 1º (949210) (9— 92/10). | 10.10 (VA +yS2—4): vB. 


2 (y2 +y3)(2/2 — 3). 2 (2/82 + 93 + 4) : 4/8. 
3º (5/3 — 7/6) (2/8 — 3). 3 (4/T8 — 6/8 +8/72) :2y2. 


Convertir las siguientes expresiones fraccionarias en ótras cuyo 
denominador sea racional : 











. va +41 2— vã 
41. 1 — : : —— 
” VE —A 12. 4a 5 — vã 
do 1+y3. % a—v3 
2+v8 * a+v3 
o VE a VE -vE 
3—v5 v5 +v3 
Resolver las ecuaciones sigulentes : 
43. q — lr +30. | 17. q -—-8e—20=0. 
44. qw2-—-8r+4+1550. 18. q? + 12x — 160. 
415. q? + 2 — 15. 19. xº:-27x485—0. 


16. 224162 +50. 20. 22 — 10x = 75. 


Fo 


44. 
42. 
43. 
44. 


A 
Ç! 


e(e— 8) +7=0. 
a(o — 14) = 120. 
ele + 12)435=0. 
ex 440) + 9=0. 
256. 
2 + 3 — 100. 
x? — 5x = 36. 
q? + x —78=0. 


 e(e— 15) —100=0. 


(x + 5) (a + 2) = 40. 


1 


a? + 2ax — 3a? = 0. 
2? — bax + 30º = 0. 
2? — 8ax + 154º = 0. 
x? + 3ax — 100º = 0. 


- 2º — Dada + a?b? — 0, 


e+yz=20. 
c—YWx — 15. 
ve + MW =. 
5/2 — Ze = 2. 
3/20 — 4x =— — 20. 
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3. (x—4)(2x46)=75. 


92. (2-8 (2+1)=>—18, 


| 88. (e+)(e—)=10—. 


34: (243) (2— )=1824-11. 
35. 30!— 10x +8=0, 
36. 27? —r —5=0. 
97. 422 +99) +2=0. 
38. 3x2 + w=—42 
39. Mjtara—-1l=0. 
nO. . 8! —2Wg —3. 


1 46. 90º tar — da? — 0. 


47. dx? + 8ax +. a? = 0. 
AS. 20º) + (a + b)x—ab=o0. 


| 49.  q—2abr — a?b? — 0, 


50. P(a — a) — ba? = 0, 


56. a t+yar —a.' 

57. e—vy3ax —2—0. 
58. v5ar=-w—. 

59. Vl f5=1—yul—8. 
60. Wr=e—a, 


pila +vari=vã. 


. 
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PROBLEMAS 


« 63. 4 Cuál es el número cuyos */, multiplicados por su tercio 
das. 0109 


G4. Los 3/, del contenido de un barril multiplicados por los 
4/; dan 900 litros : búsquese el contenido. 


65. Una cantidad sumada con 12, y multiplicada por la misma 
cantidad menos 12 da 481 : 4 cuál es dicha cantidad ? 


66. ; Cuál es el número cuyo tercio más uno, multiplicado por 
el tercio menos uno, da 3239 


67. Búsquense tres números impares consecutivos cuyo pro- 
ducto sea igual á 7 veces su suma. 


68. El número de mis afios de servicio es tal, decia un sol- 
dado, que los 2/; de él más su !/,, multiplicados por los 2/, del 
mismo menos su ?/, dan o anios : hállese el número de anos 
de servicio. 


- 69. Ri cociente de una división eslos 3/, del divisor, y el resi- 
duo 36 es la 55º parte del dividendo : ; cuál es el divisor ? 


70. El producto de dos factores es 73728: hallar estos.factores, 
sabiendo que son entre sí como ?/, es á 2/,. 


74. Calcúlese mi edad, decia un anciano, sabiendo que al 
multiplicarla por su cuarta y por su sexta parte, y dividiendo el 
producto por sus 8/9, resultan 243 aos. 


72. Búsquense dos números, conociendo | su relación 4/; y la 
suma 3185 de sus cuadrados. 


78. La suma de dos números es 30 y su producto 224 : ; cuáles 
son estos números ? 


74. Búsquense dos números pares consecutivos, sabiendo que 
su producto es 2808. 


75. La diferencia de dos números es 14, you did 1632 * 
4 cuáles son estos números ? 


76. 4 Cuánto poseen dos obreros, sabiendo que tienen juntos 
196 pts., y que el producto de lo que tiene cada úno vale 48 veces 
esta suma ? 


77. La diferencia de precio de dos relojes es de 9 pts.: ; cuáles 
son los precios respectivos, sabiendo que su proúncio equivale 
á 180 veces la diferencia ? 


78. Al vender un negociante en 56 pts. un espejo, gana tanto 
por ciento como le habia costado el espejo : búsquese el precio 
de compra. | 
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79. Dos jóvenes tienen juntos 24 pts.; 4; cuánto tiene cada úno, 
sabiendo que la suma de los cuadrados de su haber respectivo 
es de 2909 


80. Buscar dos números cuya diferencia sea 8, sabiendo que 
la suma de sus cuadrados es 274, 


81. Adivinen mi edad, decia úno, sabiendo que el cuadrado 
de ella es igual à 16 veces la edad que tendré dentro de 12 afios. 


82. Determinese la fecha del mes, sabiendo que 10 veces su 
cuadrado es igual al cubo de la misma menos 24 veces dicha 
fecha. 


83. Un padre tiene 54 afios, y su hijo 12; ; cuántos afios hace 
que la edad del padre fue el cuadrado de la del hijo? 


84. 4 Cuál es el número que disminuído en 5 veces su raiz 
cuadrada iguala á 500? . 


85. Una silla y un sillón valen juntos 39 pts. : ; cuáles son 
sus preciós respectivos, si la suma de los cuadrados de éstos es 
igual á 20 veces la suma de los mismos más 21 pts. ? 


86. Al vender un mueble en 255 pts., se gana el duplo de la 
raiz cuadrada del precio de compra : 4 en cuánto se habia 
comprado ? 


87. 4 Cuántos métros dé seda pueden comprarse con 544 pts., 
sabiendo que el número que representa el precio del metro es 
la mitad menos 1 del que representa el número de metros ? 


88. Descomponer el número 20 en dos partes cuyo producto 
sea 96. 


89. Se ha amueblado un salón con 12 sillas y 8 sillones que 
costaron 432 pts.; ; cuál es el precio de un sillón y el de una 
silla, sabiendo que el precio de un sillón es igual à 3 veces el 
cuadrado del de una silla ? 


90. Un patrón y un jornalero convienen en lo siguiente : el 
patrón dará al obreéro tantas pesetas por dia como dfas trabaje 
éste; y al contrario, el obrero pagará al patrón tantas veces cl 
Jornal convenido cuantos dias no hubiere L'abajado; al cabo de 
un mes de 25 días de trabajo, el jorhalero recibe 75 pts. : «, cuáne 
tos dias ha trabujado ? 

91. El dividendo de una división es 1235: búsquese el divi- 
sor, sabiendo que es igual al cociente y que el residuo es los 2/, 
del divisor. 

92. El divisor de una división excede en 5 al cociente, y éste 
excede en 5al residuo : ; cuál es el divisor si el dividendo 
es 1075 2 


93. Un capital de 6000 pts. se impone á cierto tanto por ciento ; 
este capital con sus intereses en un aiio, vuelve á imponerse 
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pero á un tanto por ciento inferior al primero en 4 pta,, y da por 
interés anual 252 pts. : digase cuál fue el primer tanto por 
ciento. 


94. Una mujer casera compra pollos por 96 pts., luego gasta 
144 pts. en cebarlos ; después de perdidos 4, vende los demàs en 
1 pta. más de lo que le habian costado : |, cuântos pollos habia 
comprado, y en cuánto, sabiendo que ha ganado 40 pts, ? 


95. Veintidoa empleados, obreros y aprendices, reciben una 
gratificación ; los obreros reciben juntos 60 pts., lo mismo que los 
aprendices; ; cuântos obreros y cuántos aprendices hay, si cada 
uno de éstos recibe 1 pta. menos que un obrero ? 


96. Con 270 pts., se puede comprar cierto número de metros de 
pano; con la misma suma se consiguen 3 metros menas de otra 
calidad, á 3 pts. más el metro : búsquese el precio de las dos 
calidades y el número de metros que se pueden comprar de 
cada úna de ellas, 


97. Una cisterna está provista de dos llaves ; si la primera 
vacia la mitad y se cierra en seguida para abrir la segunda, la 
cisterna se vacia en 50 horas ; pero si, estando llena la cisterna, 
se abren á un mismo tiempo ambas llaves, se vaciará en 
24 horas : calcúlese el tiempo que tardará cada llave sola en 
vaciar la cisterna. ; 


PROBLEMAS DE GEOMETRÍA 


98. Un rectángulo es equivalente á un cuadrado de 96 m. de 
lado : calcular las dimensiones del rectângulo, si la altura es 
los ?/,, de la hase. 


'99. Las dimensiones de un rectângulo están en la relación de 
4 à9: búsquense estas dimensiones, sabiendo que el rectân- 
gulo es equivalente à un triângulo de 84 m. de base y 42 m. de 
altura. 


100. Se ha batido una chapa cuadrada de plomo, y su lado se 
ha extendido hasta 2/, más : búsquese la longitud primitiva, si 
la superficie del nuevo cuadrado es de 1089 cm?. 

101. Desde un punto situado á 12 m. del centro en un círculo 
de 8 m. de radio, se traza una secante que se divide en dos 
partes iguales por la circunferencia : ; cuál es la longitud de 
esta secante ? 


402. Calcular las dimensiones de un triângulo rectângulo, 
conociendo la hipotenusa, 51 m., y la relación, 8/;s, de los cate- 
tos. 


103. En un circulo de 12 cm. de radio se cortan dos cuerdas 


—a 
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que tienen 80 cm. por producto de sus segmentos respectivos : 
é à qué distancia del centro se halla el punto de intersección ? 


104. Dos cuerdas paralelas que pasan á uno y otro lado del 
centro tienen respectivamente 6 y 40 m., y la distancia que 
media entre ellas es de 8 m. : 4 cuál es el radio del circulo ? 


105. é A qué distancia del vértice A de un triângulo, tomada 
en úno de los lados, hay que trazar una paralela á la base para 
dividir este triângulo : 1º en dos partes equivalentes; 2º en tres 
partes equivalentes, si el lado tiene 15 metros ? 


406. Sumando los cuadrados de dos lados de un triángulo 
resulta 606; calcular estos lados, sabiendo que la bisectriz del 
ángulo comprendido determina en el tercer lado dos segmentos 
de 14 y 10 m. 


407. Calcular las dimensiones de un trapecio de 864m2, 
sabiendo que la base menor es los 3/s de la mayor y que la 
altura es igual al tercio de la suma de las bases. 


108. ;, Cuáles son las dimensiones de un trapecio de 2430m?, 
sabiendo que la altura es los 2/; de la base menor, y ésta los 2/, 
de la base mayor? 


109. ; Cuáles son las dimensiones de un rectángulo, si su 
perímetro es de 78 m., y su área de 360n2? 


410. ; Cuáles son las dimensiones de un rectângulo, sabiendo 
que la diferencia de ellas es de 427, y la AUpeRCiS de la figura 
3915m2 92 

411. La base y la altura de un rectângulo tienen respectiva- 
mente 50 y 24 m.; trácese una paralela al lado de 24 m., de 
modo que sean semejantes los dos rectângulos que determine. 


412. Búsquense los tres lados de un triángulo rectángulo 
sabiendo que el cateto menor tiene 23 m. menos que el mayor, 
y éste 2m. menos que la hipotenusa. 


418. Dividir una recta de 12 m. en dos segmentos tales que el 
cuadrado del mayor sea igual á 4 veces el producto del menor 
por la linea entera. 


414. Dos cuerdas de 16 m. cada úna se cortan perpendicular- 
mente en un circulo de 10 m. de radio; calcular los segmentos 
de estas cuerdas. 

415. En un circulo de Gm. de radio, trácese, desde un punto 
situado à 9 m. del centro, una secante que determine en el cir- 
culo una cuerda de 4 m. 

116. ; Cuáles son las dimensiones de un rectángulo inscrito en 
un circulo de 85 m. de diámetro, siendo la diferencia de ellas 
de 4! m.? 


117. , Cuáles son los tres lados de un triángulo rectán- 
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gulo, conociendo el perimetro de 80 m., y la suma 46 m. de los 
catetos ? 


418. Búsquese la base mayor de un trapecio isósceles en que 
la base menor tiene 16 m., sabiendo que la diagonal que tiene 
40 m. es perpendicular al lado oblicuo. 


119. Las dos diagonales de un rombo tienen 18 m. y 12 m.; 
anádasc una misma longitud à cada úna de ellas, de modo que 
la superficie del rombo que resulte sea el duplo de la del pri- 
mero. 


120. Por medio de unarecta, dividase un rectângulo de 20 m. 
de base y 15 de altura de modo que se forme un triângulo tal 
que la suma de sus catetos sea 27 m., y su área los 3/; del área 
restante. 


121. En los extremos de una recta AB de 18 m., se levan- 
“tan en una misma dirección dos perpendiculares que tienen 4m. 
y 8m. : indíquese en la recta AB un punto tal, que juntado con 
los extremos de las perpendiculares, resulte un ángulo recto. 

1) 


122. Las dimensiones de un rectângulo son de 20 y15m., 
desde los extremos de una misma diagonal se sefiala igual longi- 
tud en cada lado, se unen entre si los cuatro puntos obtenidos, 
de modo que se forme un paralelogramo : ; cuál ha de ser la 
ongitud serialada para que la superficie del paralciogramo sea 
1/4 “de la del rectângulo ? 


123. Los catetos de un triángulo rectângulo son AB=—15m.; 
AC —- 18 m.; desde el punto A se seniala sobre AB una longitud 
a en medio de la cual se levanta una perpendicular; se junta 
con À y con B el punto en que esta perpendicular encuentra à 
la hipotenusa : ; cuál ha de ser la longitud de x para que el 
triângulo que resulta sea los 3/a del triângulo dado ? 


“ 


124. La tangente común à dos circunferencias que se tocan 
exteriormente tiene 15 m.; búsquense los radios respectives, si 
su diferencia es igual al cuádruplo de la longitud con que la 
suma de ellos pasa á la tangente. 


125. En el punto medio de la base superior de un cuadrado 
se levanta una perpendicular ; ; cuál ha de ser su longitud, para 
que, juntando su extremo con los dos vértices más cercanos, y 
alargando estas líneas hasta encontrar á la base inferior prolon- 
gada, el triângulo que resulte tenga una superficie triple de la 
del cuadrado dado ? — el lado del cuadrado es | = 24 m. 


126. Un rectángulo termina por sus extremos en un triángulo 
rectângulo isósceles cuya hipotenusa es igual á la latitud del 
rectângulo ; búsquese esta latitud, sabiendo que la superficie de 
la figura total es de 896 m?, y que su mayor longitud es de 


6 m. 
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427. Calcular los tres lados de un triángulo rectângulo, 
sabiendo que la perpendicular levantada en la mitad de la hipo- 
tenusa encuentra á los catetos en dos puntos quê distan 4 m.y 
5 m. del vértice del ângulo recto. 


128. ;, Cuáles son los lados de un triângulo rectângulo, si su 
perimetro es de 60 m., y la diferencia de los catetos de 14 m.? 


129. Calcular la base y la altura de un rectângulo, sabiendo 
que su área es de 240 m?, y que el radio del circulo circunscrito 
tiene 13 m. | 


130. En un círculo de 37 m. de diâmetro, desde un extremo 
de éste se traza una cuerda de 35 m., y desde el ótro, otra 
cuerda que corta à la primera en dos segmentos que san entre 
si como 3 e á 4 : calcular los segmentos determinados por estas 
cuerdas. - 


131. Los lados iguales de un triângulo isósceles tienen 45 m., : 
y la base 36; ; cuántos metros hay que prolongar la base para 
que, juntando el extremo de la prolongación con el vértice del 
triângulo, el triângulo total tenga el lado de 45 m. por bisectriz 
del ángulo interior ? 


PARTE CUARTA 


PROGRESIONES, 
LOGARITMOS, 
INTERESES COMPUESTOS 
Y ANUALIDADES 


$ 1. — Progresiones aritméticas. 


155. Definiciones. — Progresión aritmética es uria. 
serie de términos tales, que cada uno de ellos es igual al 
anterior sumado con una cantidad constante llamada razón 
de la progresión. 


Una progresiôn aritmética es creciente ó ascendente 
cuando la razón es positiva, y decreciente ó descendente en 
el caso contrario. 

EJEMPLOS : +2.4,6.8.10.12.14.16.18.. 

+96.92.88.84.80.76.72.68... 
que se leen : como 2esãá4,esã6,esás, etc. 
como 96 es á 92, es à 88, es à 84, etc. 

La primera progresión es creciente;, su razón es + 2. 

La segunda es decreciente ; su razón es — 4. 

156. 1ra Propiedad. — Cualquier término de una pro- 
gresión aritmética es igual al prunero, sumado con el pro- 


ducto de la razón por el número de términos que hay antes 
de él. 


144 ÁLGEBRA 
Seca la progresión 
a.b.c.d.e.f.g. h..... 2. 


Por definición, el segundo término ? es igual al primero 
mãs la razón, que Ilamarcmos r : 


b=a--r. 

El tercer término c es igual al segundo b más la razón, 

ó sca : 
c=btr=a+2r. 

Asimismo, el cuarto término d es igual al tercero c más la 
razón, ó sea : 
| d=cjt-r=-a+3, 
y asi sucesivamente. 

Como sc vc, el segundo término es igual al primero más la 


razón ; cl tercero cs igual al primero más dos veces la razón; 
el cuarto es igual al primero más tres veces la razôn, ctc. 


Luego, para generalizar, llamando 1 al último tér- 
mino, ó sea al que ocupa cl lugar n, y a al primer término, 
se tendrá evidentemente : | 


=at(n— Ir. 
De esta propicdad se infiere que una progresión arit- 
mética ; 
+ta.b.c.d.e.f....l, 
puede cscribirse : 


+ta.catr.at-2r .a+3r..... al-(n— 1. 


APLICACIONES. 1º Hallar el 25º número impar. 
Los números impares forman una progresión : 
+1.3.5.17.0.. 
cuya razôn cs 2. 
Luego tendremos : x 
El término 250 = 1 +- (24 x< 2) 6 sea 49. 


20º Dúsquese el 31º término de la progresiôn 
+75.72.69.066... 
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Se tendrá : 
El 31º término = 75 + 30><(— 3), ó sea — 45. 
157. 22 Propiedad. — En una progresión aritmética 


limitada, la suma de dos términos equidistantes de los 
extremos es constante é igual á la suma de éstos. | 


Sea la progresión 
+a.b.c.d.....h..i.k.l. 


Consideremos los términos c, 1, equidistantes de los extre- . 
mos. 


Tencmos (no 156) “ Caged + 9. (1) 

Tencmos también: 1=i1-2r, de donde i=1I — 2r. (2)' 

Sumcmos ordenadamente las ecuaciones (1) y (2) : 
cti=a-2M+-l—2r =a-4-l. 

En general, sean d y h dos términos tales, que d tenga m 


términos antes dê él, y A, m términos después de él; siendo 
a y l los extremos, tendremos : 


d=atmr, (1) 
y | l=h4mr, 
de donde h=l—mr. | (2) 
Sumemos las igualdades (1) y (2), y resultará : 
dt-h=a-d-l. 


Nota. — Cuando es impar el número de términos de la 
progresión, el del medio es equivalente á la semisuma de 
los extremos, por ser equidistante .de ellos. 


º 
APLICACIÓN. Una progresión tiene 81 términos, siendo 
2 y 2U2 los extremos, hallar el 40, 


2 + 242 
, 


El 410 término = 6 sea 122. 


158. 32 Propiedad. — La suma de los términos de una 
progresi ónarilmética limitada es igual: al semiproducto 
de la suma de los extremos por el número de términos. 

Sca una progresión de n términos : 


ta.b.e..... h.k.ds; 
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tendremos por expresión de la suma 


S=atb-oc..... LALRAI, 
S=I+tk-+h..... +ect+-b--a. 


Sumemos ordenadamente : ) 


S=(a LDA LL... 
Fh+J+HE+D HI a). 
Cada parêntesis encierra ora los extremos, ora dos térmi- 
nos equidistantes de los extremos ; por lo tanto son iguales 


estos parêntesis. Como hay tantos sumandos como términos 
tiene la progresión, llamando n este número, resulta : 


28S=(a + Un, 
de donde | s= feto, (1; 


159. Nota. — Si en esta fórmula se sustituye el valor 
a--(n — 1) del enésimo término I, resultará : 


g= detettecira , Mia t(n tr) (9 


Por medio de esta fórmula se puede calcular la suma de los 
términos de una progresión en función de a, ny r. 


APLICACIONES. 4 Guál es la suma de los términos de la 
progresión + 3.8.13.18..., compuesta de 41 términos? 


Busquemos primero el 41º término 
Este término es igualá  3+(5><40)=203 
Luego (1)  » s= CEB ,o9a, 
La fórmula (2) da inmediatamente : 
3= 5 (64+40>x<5)= 4298, 
2º Hallar la suma de los n primeros números impares, 


La fórmula (2) da : 


S= 3 [2+(n—1)), ó sea nº, (3) 
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Asi pues, la suma de los n primeros números impares es 
igual al cuadrado de n. 


De donde se infiere que la suma de los 10 primeros núme- 
ros impares es igual 4 100, y la suma de los 21 primeros es 
21º 6 sea 441. 


160. Medios aritméticos. — Llâmanse medios aritmeé- 
ticos 6 diferenciales los números que forman con dos núme- 
ros dados una progresiôn aritmética cuyos extremos son: 
estos mismos números. 


ProBLEMA. Interpólense entre a y b, m medios aritmé- 
ticos. 
Busquemos primero la razón dela progresión. 


Esta progresión constará de m--2 términos, à saber, 
los m medios más los dos términos dados. 


Luego b=at(m-+H1r, (no 156) 
de donde r=— Ir (4) 


Por lo tanto, la razón de la prograsión es igual á la dife- 
rencia entre el ultimo término y el primero, dividida por 
el número de medios más uno. 


APLICACIONES. 1º Entre 2 y 24, interpolar diez medios 
aritméticos. 


:  U—D 
Se tiene: r= meto 


La progresión será : 
+2.4.6.8.10.12,.14,16,18.20.22.2%A, 


20º Entre 80 y 50, interpolar cinco medios aritméticos. 


— 50-80 


E — 5. 


Tenemos : or 
“La progresión será : 
+ 80.75.70.65.60.55.50. 


161. Nota. — Sientre los términos consecutivos de una 
progresión aritmética se interpola igual número de medios, 
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las progresiones parciales que resultan forman una sola pro- 
gresión. 


En efecto, la razón de estas progresibnes es una misma, 
ya que es, para cada úna de ellas, el cociente dela diferencia 
constante de dos términos consecutivos por el número de 
términos que se han de interpolar, más uno. A más de esto, 
el último término de cada úna de'estas progresiones es el 
primero de la siguiente ; por lo tanto, todas estas progresiones 
parciales forman una sola progresión. 


APLICACIÓN. Interpolar 3 medios aritméticos entre todos 
los términos de la progresión 


+5.13.21.29.37... 
La razón de estas progresiones parciales será : 
13—5 214 — 13 29 — 21 37 — 29 . 
CA! CE CA TR 


esto es : E é 2. e 


Tendremos:sucesivamente : 


+5.7.9.14,48, 
+13.15.17.19.M, 
+21.293.%.27.99.. 


que podemos escribir : 
+5.7.9.11.13.15.17.19.21.83 DB 


y asi resulta una sola progresión. 


$ II. — Progresiones geométricas... 


162. Definición. — Llâmase progresión geométrica un 
serie de términos tales, que cada úno de ellos es igual al que 
le precede multiplicado por úna cantidad constante lamada 
razón de la progresión. 


Una progresión geométrica es creciente cuando la razón es 
mayor que 1, y decreciente cuando la razón es un quebrado. 
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BIJEMPLOS : 43 1:2:4:8:10:32:64.., 
= MIMO: dd. 
que se leen : a 
| Como 1esá2, esá4, esáB, etc. 


Como 81 esá 27,esáY, esá 3, ete. 
La primera vrogresión es creciente ; su razón es 2. 


La segunda es decreciente ; su razón es + 


163. 1r* Propiedad. — En una progresión geométrica, 
cualquier término es igral al primero multiplicado por una 
potencia de la razón expresada por el número de términos 
que le preceden. 


Sea la progresión 
+. atbicidre!f'g... 
Por definición, el segundo término b es igual al primer? a 
multiplicado por la razón que Ilamarer.iss q, 6 sca: 


b = aq. 
Por definición también, el tercer término c es igual al 
segundo b multiplicado por la razón; pero b=-aq; luego 
c= aq?. | 
Asimismo el cuarto término d es igual alt. ero c multi- 
plicado por la razón; pero c=-ag?; luego 
Y asi sucesivamento. 


Ya se ve que cl segundo término es igual al primero mul- 
tiplicado por la razón; que €c. tercero es igual al primero 
multiplicado por la segunda potencia le la razón; que el 
cuarto cs igual al primero multiplicadc por la tercera poten- 
cia de la razón, etc. 


Para generalizar, llamemos l al último término, O 
sca al que ocupa el lugar n, y a al primero; tendremes : 


L== aq", 


«e 


150 ÁLGEBRA 

De donde se inflere que una progresiôn geométrica 

scatbicidiec.l 
- puede escribira : | | 
+ atagi ag?! aq': ag! :..... agr. 

APLICACIONES. 1º Hallar el noveno término de la pro- 

gresión 
1:2:4:8... 
El 9º término =1><%, ósea 298. 
o Búsquese el 110º término de la progrestón 


º . es a 
e DM :D:3:1: ge 


ae 1. 4 
El 11º término =21>(3) , Ó sea MET 


164. 22 Propiedad. — En una progresión geométrica, 
el producto de dos términos equidistantes de los extremos 
es constante é igual al producto de los extremas. 


Sea la progresión . 
s.asbicid..ihiizkil. 
Consideremos los términos c, à equidistantes de los 
extremos. . 
Tenemos (no 163) : c = aq", (1) + 
; o 
q (2) 
Multipliquenaas ordenadamente las igualdades (1) y (2): 


ci = Sal =— al. 


Para generalizar, llamemos dy h à dos términos 
tales, que d tenga m términos antes de él, y A, m térmi- 
nos después de él, siendo a y I los extremos; tendremos : 


y también l=iqº, de donde 1=- 


d = aq” (1) 
y = hg”, 
de donde arg (2) 


a q” 
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Multipliquemos ordenadamente las igualdades (1) y (2): 


dh = STA, ó sea al. 


165. Nota. — Cuando es impar el número de términos 
de la progresión geométrica, el término médio es igual à la 
raiz cuadrada del producto de los extremos. 


166. 32 Propiedad. — La suma de los términos de una 
progresión geométrica es igual al producto del último tér- 
mino por la razón, menos el primero, y dividida la dife- 
rencia por la razón menos uno. 


Sea una progresión de n términos :. 
salbic..... h:ksl. 
Tenemos: S=a-b-c..... +h+hk+4l. (1) 
Multipliquemos por q los dos miembros de esta igualdad : 
Sq = aq + bg + eq..... +hgtkg-tHigo (2 
Restemos ordenadamente la primera igualdad de la se- 
gunda, teniendo presente que 


aq=b, bg=c..., hg=k, kg=L. 





Sgq—S=b+e+.... +ktitig-a-b—e... 
dis as: 
Sgq—D)=lIg—a, 
la — 
= (3) 


Sustituyendo ! con su valor ag"—1, esta fórmula se con- 
vierte en la siguiente : 


"— q a(g" — 1 

B= SU Mp, (4) 

Por medio de esta fórmula se puede calcular la suma de 
los términos en función de a, de q y de nn. 


APLICACIONES. 1º 4 Cuál es la suma de los nueve primeros 
términos de la progresin 


42:4:8:16...2 
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La fórmula (4) da : 


s= HM! 1098, 


20 Calcular la suma de los ocho primeros términos de 
la progresión 
+:27:0:3... 
La fórmula (4) da : 


Era (3) 1) aí Em) 97 >< 6560><3. 
3—1 = =" 650i>92 

3280 | 

8º 


167. Busquemos el límite, esto es el valor fijo à que se 
aproxima la suma de los términos de una progresión geomé- 
trica decreciente. 


"*— q 
E Ui 


Cambiemos los signos de los términos del segundo miem- 


bro : 
= Pe rty 


Esta forma de la igualdad manifiesta que la suma consta 


Se tiene : . S=— 


de dos partes: la primera T>7 es fija; la segunda 





1 es variable, y se aproxima à cero cuando n crece 
indefinidamente, pues la razón q es un quebrado, y el factor 
q" es tanto menor cuanto mayor es n. Luego la suma de los 


a ms o = di 
terminos se aproxima à Rn 
Por lo tanto, el limite de la suma de los términos de 


una progresión geométrica decrecicnte es igual al cociente 
del primer término por 1 menos la razón. 
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APLICACIONES. 4º Hallar el Umite de la suma de los tér- | 
niinos de la progresión 


AD 4 À 
49479:18 qe. 
4 4 


Tenemos : limite=- RR RD =8. - 
á de 
2 3 
20 Hallar el lâmite de la fracción decimal periódica 
0,45 45 45 45 45... 


Esta fraccióôn puede escribirse en esta forma : 


“45.45.45, 45, 45. 
** 100 * 100º * 1007 * 7007 * 1008“ 


Es una rogresión gcométrica decreciente cuya razón 


| 
es 400 o 
Luego, se tendrá : 
E 
es 100 5 
limite = 00 O E) 1) sea 41º 
= 400 106 


168. Medios geomátricos. — Llámanse medios geomé- 
tricos ó proporcionales, los números que forman con dos 
números dados una progresiôn geométrica, cuyos extremos 
son estos mismos números. 


ProBLEMA. Entre a y b interpólense m medios geométri- 
cos. | 
Busquemos la razón de la progresión. 


Esta progresión constará de m--2 términos, á saber : 
tos m medios y los dos términos dados. 


Luego b= ag” t1,. (no 163) 
E m+1 b 
de donde q=V a: 


Por lo tanto, para obtener la razón, hay que dividir el 
último término por el primero y extraer del cociente la rai- 
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cuyo indice sea el número de medios que han de interpo- 
larse, más 1. 


APLICACIONES. 10 Entre 2 y 163 interpolar tres medios 
geométricos. 


4 6 
Se tiene : q= VE =— V81 —3. 


La progresiônes: 42:6:18:54: 162. 


2 Entre 1024 y 16 interpolar dos medios geométricos. 


dada ae O en a 
e tene: q= “10% E VHS: 


La progresión será : +: 1024 : 256 : 64 : 16. 


169. Nota. — Si entre los términos consecutivos de una 
progresión geométrica se interpola un mismo número de 
medios, las progresiones parciales que regultan forman una 
sola progresión. 


En efecto, la razón de estas progresiones es una misma, 
ya que cada úna de ellas se encuentra extrayendo del 
cociente constante de dos términos consecutivos, una raiz 
cuyo índice es el número de medios que se han de interpolar, 
más 1. 


Á más de. esto, el último término de cada úna de estas 
progresiones es el primero de la siguiente; por lo tanto, 
todas estas progresiones parciales forman una sola progre- 
sión. 


Interpolemos tres medios geométricos entre todos los tér- . 
minos de la progresión 


+ 2:32:5192: 8199: 1894072. 
La razôn de las progresiones parciales será : 


vo Vo K 81992 131072 . 
ga ; 8192 


esto es : dn 6 sea 2. 
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Tendremos sucesivamente : 
+.2:4:8:16:32, 
+ 32:64: 128: 256: 5192, 
+ 5192 : 1024 : 2048 : 4096 : 8192... 
que pueden escribirse : 


.92:4:8:16:32: 64: 128: 256: 512: 1024: 2048... 
y asi resulta una sola progresión. 


a 


EJERCICIOS RELATIVOS Á LAS PROGRESIONES 
1) 


170. ProBLEMA I. Hallar el 150 término de una progre- 
sión aritmética, si el ter término es 3, y el 420 249. 


Busquemos primero la razón : 


M9—3 
sd + Ra 


El 450 término == 3 + (44 >< 6) = 87. 


ProBLEMA II. Un jardinero tiene que verter 2 regaderas 
al pie de cada uno de los 48 árboles de una hilera; los 
árboles distan entre si 8 metros, y el pozo dista 1ô m. del 
primero ; & qué camino habrá recorrido el jardinero al con- 
cluir su trabajo, si lleva 2 regaderas cada vez ? 


Del pozo al primer árbol hay 45 m., 6 sea 30 mi. de ida 
y vuelta. Para ir y volver de un árboi al siguiente tiene que 
andar el jardinero 16m. Luego el camino recorrido será 
igual á la suma de los términos de la progresión 


30. 46.62.78. 
que consta de 48 términos. 
El último es: 30-+(47><16) ósea 782 
y la suma (no 158): (304 782)2 6 sea 19488 metros. 
El jardinero habrá andado 19 km. 488 1n. 
PROBLEMA III. Las tres dimensiones de un paralelipipedo 
rectángulo están en progresión aritmética, y la suma de 


ellas es igual à 24 m.; hallar el volumen dei sólido, si eu 
superficie total es de 360 m?, 
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Llamando x á la dimensión media y rá la ea; las tres 
dimensiones serán . 


c—r, x vtr. 
Luego c—rtart-r4i-r=% 
de donde q=8. 


La superficie será : 
A — 1) 2 + A — 1) (e + 1) + Qu + r) = 366 
Sustituyamos el valor de x y simplifiquemos, 
48 —r)+64-—1º + 88-+1)=183, 
| nº=—9, 
de donde r=83. 
Por lo tanto, las dimensioncs son 5, 8 y 11 metros. 
ProBLEMA IV. Un avaro después de comprar un caballo 
preguntaba á un herrador cuánto le cobraria por herrar 
su bestia ; el herrador contesló que 10 pesetas por las 4 he 
rraduras; ó también que no le cobraria nada por las dos 
primeras, si le pagaba 1 céntimo por el primer clavo, 2 por 
el segundo, 4 por el tercero, y asi sucesivamente duplicando 
hasta los 16, que tienen las dos herraduras. ; Cuánto ten-. 


dria que pagar el avaro, si aceptara esta última propuesta, 
pensando economizar ? 


Busquemos lo que tendrá que pagar por el último clavo, 
que es eli6o : 


término  460=-1><28, ósea 32768. (no 163) 
La suma de los términos de la progresión 

1.2.4.8.16...... 32768 

2 >< qe — 4 


será (no 166) S= ó sea 65534. 


" El avaro tendria que pagar 655 pesetas 34. 


ProBLEMA V. Dividir el número 105 en ótros tres que 
estén en progresin geométrica, y cuyo producto sea 8000. 


q 
a 
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Llamando « al primer número y q à la razón, las ecuacio- 
nes serán : 
o ++ qu + q'x = 105, (4) 
y v>xqr>gqix ó sea qr! = 8000 
cuya raiz cúbica es 
qr=20, de donde q= a 


Este valor, sustituido en la ecuación (1), dará : 
x + 20 +- AO == 105, 


2º — 85x 4400=0, 
85 + 7225 > 1000 


=D", 


Luego, q= E = 


La porgresiôn pedida será : 
80 . 20.5, 
(o) - 56.20.80. 
ProsLEMA VI. Búsquense tres números en progresión 


geométrica, sabindo que la suma de ellos es 65 y la. 
suma de sus cuadrados, 2275. 


Llamando x al primer número y q à la razón, , resultarán 


las ecuaciones 
G=e+qu+a's, 
2215 = 2º + qi! + q'x?, 
que pueden escribirse 
65 = ag" + q Pá 1), (1) 
= ++. (2) 


Elevemos al cuadrado la ecuación (1) y dividâmosla por la 
ecnación (2) : 


65><6 apta) 
“HE Saga 3) 
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El trinomio q'-+qº-/+1 es el producto de 
q-Ha+1 por gê—q+i. 
Luego la ecuación (3) se convierte en 


65>65 vg ql) + 
2215 qq? + q + 1) (q) — q + 1) 
y después de la reducción, 


A3 P+g+A 
70 f-q+1" 
139º? — 13q + 13=79º + +17 
39? — 109 +3=0, 
SEsfia 


“a! " 1 
q=3 y q=3: 


Estos valores sustituídos en la ecuación (1) dam 
2=5 y v=46. 
Los números vedidos son, 
5.15.4, 
Õ 45.15.65. 


$ III. — Logaritmos. 


171. Definición. — Llâmanse logaritmos los términos 
de una progresión aritmética que principia por cero, corres- 
pondientes à los de úna geométrica que principia por la uni- 
dad. Cada término de la progresión aritmética es el logaritmo 
del término correspondiente en la geométrica. 


Estas dos progresiones pueden continuarse indefinida- 
mente en ambos sentidos; la úna contiene el término uno, la 
ótra el término cero y estos dos términos deben correspon- 
derse. 


Sean las progresiones ; 
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Por definición, O es el logaritmo de 1, r el de q, 2r el de 
q*, 3r el de gº...... , nr el de q”. 


172. Lo que antecede manifiesta : 


1º Que la progresión geométrica encierra todas las poten- 
cias de la razón ; 


2º Que la progresiôn aritmética encierra todos los múlti- 
plos de la razón, 


do Que el exponente de un término cualquiera de la pro- 
gresión geométrica es el coeficiente del término correspon- 
diente en la progresión aritmética. 


173. Nota. — De la definición anterior (no 171), parece 
inferirse que sólo los números que forman una progresión 
geométrica tienen un logaritmo. Sin embargo, si se interpolan 
muchos rnedios geométricos entre los varios términos de la 
primera progresión, é igual número de medios aritméticos 
entre los diferentes términos de la segunda, cada término de 
la progresión aritmética será también el logaritmo del tér. 
mino correspondiente de la progresión geométrica. 


PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 


174. 4ra Propiedad. — El logaritmo de un producto 
es igual à la suma de los logaritmos de los factores de este 
producto. 


Sean las progresiones : 


a degrg ola a! gr, 
<0.r.2%W.3r.4r.5r.6r.....nr 


Consideremos en la primera progresión dos términos 
cualesquiera, q* y qº, cuyos logaritmos respectivos son 4» 
y Or. 


El producto de q! por gº es q!º (no 28), y se halla en la 
progresión, ya que contiene ésta todas las potencias de la 
razón. La suma de los dos logaritmos es 4r + 6r 6 sea 
10r, que se halla también en la progresión aritmética, ya 
que ésta contiene todos los múltiplos de la razón; pero 


(no 172, 30) el término 10r corresponde à g'º, y por lo tanto 
es su logaritino. 
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Asimismo, el logaritmo del producto 
qxq'>xgq' será 3r4-5r48r, ósea 16r. 
Este raciocinio puede aplicarse à un número cualquiera de 
factores; luego - 
log abe = log a +- log b + log.c. 


175. 22 Propiedad. — El logaritmo de un cociente es 
igual al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del 
dimsor. 

Sea el cociente g=— a 

Se tiene: v.B=a, 

y, según la primera propiedad, 
log x+-log B= log A, 


de donde log x 6 log Eis = log A — log B. 


176. 3a Propiedad. — El logaritmo de cualquier 
potencia de un número es igual al cxponente de la potencia 
mulliplicado por el logaritmo de dicho número. 

Tenemos en efecto : 


| AS="AxXAxXAxAXA, 
de donde (tra propiedad) 
log A'=log A+Hlog A log Alog A +Hlog A=5 log A. 


177%. 42 Propiedad. — El logaritmo de una raiz de un 
número es igual al logaritmo de la cantidad dividido por 
el índice de la raíz. - 


Sea - R=VA 
de donde R$=A, 
y, según la tercera Lropiedad, 
Slog R=— log A, 


de donde log R= EA, 
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178. Nota. — Según las propiedades anteriores, el cál- 
culo por logaritmos facilita mucho las operaciones, ya que: 
la multiplicación se convierte en adición, la división en 
sustracción, la elevación á potencias en multiplicación, y la 
extracción de raices en división. 


LOGARITMOS VULGARES Ó DECIMALES. 


179. De la definición del no 171 resulta que el número de 
sistemas de logaritmos que pueden imaginarse es ilimitado, 
ya que q yr son arbitrarios, y un mismo número tendrá 
necesariamente logaritmos diversos en sistemas también 
diferentes. 


Los sistemas se distinguen únos de ótros según el número 
que tiene por logaritmo la unidad, el cual recibe el nombre 
de base. 


El inventor de los logaritmos fue el barón escocés Néper; 
las dos progresiones siguientes forman su sistema : 


LUA rLVAPLDREMAFrPEAL DL Lap. 


£L0. q. 2x. Ja . da s. na, 


En estas progresiones, la cantidad « es pequeiiisima. El sis- 
tema asi formado se llamó neperiano 6 hiperbólico; la base 
es un número incomensurable que se expresa por e y cuyo 
valor es 2,718281828 ... 


180. Logaritmos vulgares. — Los logaritmos vul- 
gares 6 de Briggs, más cômodos para los cálculos prácticos, 
tienen por base el número 10 (por eso se llaman también deci- 
males), de manera que las progresiones fundamentales de 
su sistema son las siguientes : 


44 1:40: 4100: 1000: 10000 : 100000 ..... 10", 
0.1.2. 3. 4000 5 cs n. 
En este sistema se ve: fo que el logaritmo de 1 es 0, 


el de 10 es 1, el de 100 es 2, el de 1000 es 3...; cl 
de 10" es n; 


2% Que todo número comprendido entre 1 y 10 tieue su 
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logaritmo mayor que O y menor que 1; que todo número 
'comprendido entre 10 y 100 tiene su logaritmo mayor que 1 
y menor que 2; que todo número comprendido entre 100 
y 1000 tiene su logaritmo mayor que 2 y menor que 3, y asi 
sucesivamente; de donde se infiere que el logaritmo de un 
número mayor que 10 consta de una parte entera llamada 
caracteristica y de una parte decimal Ilamada mantisa ; ade- 
más se ve que la característica de un número contiene tan- 
tas unidades cuantas cifras tiene el número en su parte 
entera, menos una; de modo que el valor absoluto de la 
caracteristica indica el lugar que ocupan las mayores uni- 
dades del número á la izquierda de las unidades simples. 


181. El logaritmo de un número 10 veces, 100 veces, 
4000 veces, etc., mayor ó menor que ótro, tiene la misma 
parte decimal ó mantisa que el logaritmo de este ótro, y 
sólo se diferencia en la caracteristica. 


En efecto, para multiplicar un número por 140, 106, 
4000 ,-etc., basta afiadir al logaritmo de este número los 
logaritmos de 10, de 100, de 1000..., los cuales no tienen 
parte decimal. Luego el logaritmo del producto, no diferirá 
del logaritmo del multiplicando sino por la caractéristica. 


Asimismo para dividir un número por 10, poi 100, por 
4000..., basta restar del logaritmo de este número los loga- 
ritmos de 10, de 100, de 1000..., los cuales no tienen parte 
decimal. Luego el logaritmo del cociente no diferirá del loga- 
ritmo del dividendo sino por la caracteristica 


Dedúcese de aqui que, si dos números no difieren sino por 
el lugar en que está la coma, tienen logaritmos que sólo difie- 
ren entre si por la caracteristica, 


182. Números menores que 4. Características 
negativas. — Si se prolongan indefinidamente á derecha 
é izquierda las progresiones del no 180, 


e TUDO TOO * TO 40: 1:10:100: 1000 :40000. 
,.. — À . — 3 .— 2 -=e-1..0,.1. 2. 3 . 4 


se ve que los números menores que 1 tienen logaritmos ne- 
gativos. 
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Notas. — I. Estas progresiones manifiestan que 


+1 es el log de 10,y que — 1 es el de 1 
+92 » 100, » —2 » 100º 


+3. » 1000, » —3 + 1% 
y asi sucesivamente. 
De igual modo, 


si 0,69897 es el log de 5, —0,69897 seráel do , 


» 92,286600 » 1845, —226600 » as 


183. — II. Luego, cuando se cambia el signo del logaritmo 
de un número dado, resulta el logaritmo del inverso de este 
número; y un logaritmo negativo puede considerarse como 
el logaritmo de un quebrado que tenga 1 por numerador, y 
por denominador el número correspondiente al mismo loga- 
ritmo positivo. 


184 — III. Las mismas progresiones manifiestan que un 
número comprendido entre 0,1 y 1 tiene un logaritmo mayor 
que — 1 y menor que cero; por lo tanto este logaritmo se 
representará por una fracción negativa. 


Asi también, un número comprendido entre 0,01 y 0,1 
tiene un logaritmo mayor que — 2 y menor que — 1, el 
cual se representará por un número negativo que tenga — 1 
por parte entera. Un número comprendido entre 0,001 y 0,01 
tendrá también un logaritmo negativo cuya parte entera será 
— 2, y asi en adelante. 


185. Transformación de un logaritmo negativo 
en ótro de característica negativa y mantisa posi- 
tiva. — Si, como lo acabamos de ver, los logaritmos dc los 
quebrados son negativos, no es êésta la forma más conve- 
niente para emplearlos en los cálculos, es mucho más ex- 
vedito calcular con logaritmos de característica negativa y 
mantisa positiva. 


Sea de convertir el logaritmo — 2,69897 en ótro de carac- 
teristica negativa y mantisa positiva. 
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A esa cantidad podemos agregar y quitar 1 sin alterar su 
valor, 


Efectuando la sustracción indicada en el parêntesis, resul- 
tará : | 
— 2,69897 = — 3 +-0,30103, 6 sea 3,30108. 


Asimismo, el logaritmo negativo — 0,48674 puede repre- 
sentarsc como sigue : 


— 0,48674= — 1 (4 — 0,48674), 6 sea 1,51396. 


Luego, para convertir un logaritmo negativo en ótro 
de caracteristica negativa y mantisa positiva, se aumenta 
una unidad à la caracteristica, se escribe sobre ella el 
signo —, luego se resta de 14 la mantisa dada. El signo 
menos escrito encima de la caracteristica indica que sólo 
ella es negativa. 


186. Notas. — 1. De lo que antecede, asi como de lo 
dicho en el no 480, resulta que cl logaritmo de un número 
menor que 1 tiene caracteristica negativa cuyo valor absoluto 
indica el lugar que ocupan las mayores unidades del mismo, 
despues de las unidades simples. 


187. — II. En la formación de las tablas no se fá calcu- 
lado los logaritmos de los números menores que 1, ni tam- 
poco los de los números fraccionarios, pues estos logaritmos 
pueden obtenerse de una manera indirecta. 


Asi, para obtener el logaritmo de 0,625, se multiplica y 


divide este número por 1000, y resulta TOO” 


De donde (nº 175) log «jooo = log 625 — log 1000, 
log 625 = 2,795 88 
log 1000 = 3,000 00 
luego log 0,625 = 1,795 88. 


188. — III. Los números negativos no tienen logaritmos, 
pues no contiene ningún término negativo la progresión 
geométrica que sirve para definir los logaritmos vulgares. 
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Como los términos de la progresión geométrica continuada 
indefinidamente haciá la izquierda van minorando más y 
más y aproximândose à cero, sus logaritmos negativos au- 
mentan constantemente en valor absoluto y se aproximan al 
infinito; de donde se infiere que el logaritmo de cero es 
.— OC. ; | 

189. — IV. Cuando hay que restar un logaritmo de ótro, 
a sustracción puede convertirse en adición; para ello basta ' 
aniadir al primer logaritmo el segundo previamente transfor- 
mado. 

5 


“Sea de calcular la expresión Z» que puede escribirse 


5x + 
Tenemos : log : = log 4 — log 8 = 0 — 0,90309; 


este logaritmo negativo transformado, como lo hemos dicho 
en el no 185, se convierte en  1,09691. 


Basta ahora aiiadir al logaritmo de 5 el logaritmo 1,09691. 
Este logaritmo que tiene igual valor que el logaritmo nega- 


tivo — 0,90309 es, como este último, el logaritmo de g: 


pero à causa de la transformación lo llaman cologaritmo 
de 8. ” 
190. Cologaritmos. — Cologaritmo de un número es 


el logaritmo del número inverso, cuya parte decimal se 
ha hecho positiva. 


194. Dado el logaritmo de un número, para obtener di- 
rectamente su cologaritmo , se anade -+|-1 á la característica, 
y se cambia su signo, luégo se busca el pi crias de 1. 
en la mantisa, 


Hállase este complemento de 1, restando de 9 cada una 
de las cifras de la mantisa, excepto la primera significativa 
“de la derecha que se resta de 10. 


El que está acostumbrado al cálculo logaritmico lee inme- 
diatamente este complemento en las tablas. 
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" EsempLos: log 8 = 0,90309, colog 8 = 1,09691; 
log 625 =2,79588, colog 625 == 3,2041292; 
log 0,005 = 3,69897, colog 0,005 = 2,301 08. 


. f 
DE LAS TABLAS DE LOGARITMOS 


192. Clases de tablas de logaritmos. — Hay dife- 
rentes clases de tablas de logaritmos; las únas, l]lamadas 
grandes tablas, dan los logaritmos de los 100 0006 108 000 pri- 
meros números con 1 cifras decimales, las ótras dan los loga- 
ritmos de los 10000 ó 20000 primeros números con 5 cifras 
decimales. Estas últimas, aunque den menor aproximación 
en los cálculos, son más usuales que las primeras. | 


Las más conocidas entre nosotros son las francesas de 
' Dupuis y Callet, y las espafiolas de Vázquez Queipo y Calvet. 


Todas estas tablas tienen en columnas especiales las dife- 
rencias que hay entre los logaritmos de dos números conse- 
cutivos. Algunas tablas, con el fin de simplificar, no dan las 
caracteristicas, pero la vista sola de un número basta para 
conocer la parte entera de su logaritmo (nos 180 y 186). 


193. Uso de las tablas. — Para servirse de una tabla 
de logaritmos, hay que resolver las dos operaciones siguientes: 


jo Encontrar el logaritmo de un número dado ; 

2º Encontrar el número que corresponde á un logaritmo 
dado a | 
194. Encontrar el logaritmo de un número dado. 


Supondremos que tenemos las tablas con 5 decimales. 


der Caso. — El número se halla en las tablas. En este 
caso se lee inmediatemente el logaritmo correspondiente. 
Asi el log de 0843 es 3,835 25. 


El log de 6,843 es 0,835 9, pues no difiere del de 6843 sino 
por la caracteristica (no 181). | 


2º Caso. — El número no se encuentra en las tablas. : 
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Se determina primero la característica (nos 180 y 186), en 
seguida se multiplica ó divide el número por 10, 100 ó por 
1000, etc., de modo que resulte un número entero, y el 
mayor que sea posible, contenido en las tablas; por último 
"- se busca la mantisa del logaritmo del número obtenido, 
teniendo en cuenta las diferencias tabulares. | 


EJEMPLOS : 1º Calcúlese el logaritmo de 24647. ' 


La caracteristica es 4, por tener el número 5 cifras. 

Dividamos 24 647 por 10, lo que da 2464,7. 

Busquemos en las tablas la mantisa del logaritmo de 2464; 
se encuentra 0,391 64. 


Biendo de 18 unidades del quinto orden la diferencia tabu- 
lar entre los logaritmos de 2464 y 2465, se dirá, conside- 
rando el aumento de los logaritmos como sensiblemente 
proporcional al aumento de los números : 


Por 1 entero de diferencia en los números hay un aumento 
de 18 en los logaritmos; por una diferencia de 0,1 en los 
números, habrá un aumento de x en los logaritmos, ó sea 


10 
; É 
de donde 2=-13, à una unidad de quinto orden. 
Se aiiaden estos 13 cienmilésimos à 0,39164 y resulta 
4,391 77 como logaritmo del número 24 647. 
9 Búsquese el logaritmo de 0,047 8533. 
La caracteristica será 2 (no 186). | 
Multiplicando por 100000, tendremos 4 785,33. 
El logaritmo de 4 785 tiene por mantisa 0,679 88. 


Siendo de 9 unidades del quinto orden la diferencia entre 
los logaritmos de los números 4 785 y 4786, se dirá : 


Por 1 entero de diferencia enlos núm ros hay aumento 
de 9 en los logaritmos; por una diferencia de 0,33 en los 
núineros, habrá un aumento de x en los logaritmos, ó sea 
1. 0,38 


co 


.9 o? 
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de donde x=3, à una unidad de quinto orden; el loga- 
ritmo de . 0,0478533 será 2,67991. 


En ciertas tablas el cálculo de las partes proporcionales 
se halla resuelto y va indicado en una columna especial. 


195. Encontrar el número que corresponde á 
un logaritmo dado. 


der Caso. — La mantisa del logaritmo se halla exac- 
tamente en las tablas. | 


“Se lee en las tablas el número correspondiente à esta man- 
tisa, que se busca siempre como si estuviera precedida de la 
caracteristica 3. 


Por ejemplo, se ve que 7655 es el número correspondiente 
al logaritmo 2,88395. La caracteristica 2 indica que la parte 
entera del número tiene 3 cifras : por lo tanto el número 
es 765,5. 


Asimismo, el número correspondiente à la parte decimal 
del logaritmo 2,18808 es 1542; la caracteristica 2 indica que 
Ja primera cifra significativa "del número pedido ocupa el 
segundo lugar después de la coma (no 186); luego este nú- 
mero es 0,0154292. 


2º Caso. — La mantisa del logaritmo no se halla en 
las tablas. 


Sea de encontrar el número correspondiente al log 4,555 75. 
Se busca en las tablas la parte decimal del logaritmo como 
si estuviera precedida de la caracteristica 3. No se encuentra 
en las tablas, pero se ve que está comprendida entre 3,555 70, 
log de 3595, y 3,55582, log de 3596. 


La diferencia tabular es 12, y la que existe entre 555175 y 
el logaritmo inmediatamente inferior 55570, es 5. 


Se dirá : Si teniendo el logaritmo 55570, 12 unidades mis 
de quinto orden, el número 3595 se aumenta con 1; al 
tener el logaritmo 5 unidades más, el número se aumentará 
con x, 


12 5 
ó sea E 


a = 0,41 que se aiiaden à 3595, lo que da 359541. 
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La caracteristica 4 indica “que el número pedido tiene 
o cifras en su parte entera; por lo tanto, este número será 
35 954,1. 


EJEMPLOS DE CÁLCULO CON LOGARITMOS 


4º Súmese el log | 3,8171245 
con el log 2,95419 
Resulta : 2,826 64 


Después de haber dicho en la columna de los décimos : 1 
que llevo y 8 son 9, y 9 son 18, pongo 8 y llevo1;1y3 
son 4, 4y — 2 son +-2; luego el resultado es 2,826 64. 


= 20 Del log 0,936 76 
réstese el log 3,11190 
Resulta : 3,82486 


Después de haber dicho en la columna de los décimos : 4 
de 9 da 8, seariade : 3 de O da — 3. 


3º Del log de 4, ó sea | 0,00000 


réstese el log 3,391 93 
Hállase : | 2,60807 


Después de haber dicho en la columna de los décimos : 
1 que llevo y 3 son 4; 4 de 140 da 6, se ariade : 1 que llevo 
y—3son —2; — 2 de O da +-2. 


ão Multipliquese por 3 el log  4,90200 
3 


Producto : | 10,70600 
Después de haber dicho : 9 por 3 son 27, escribo '7 y llevo 2,, 
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se afiade : — 4 por 3 son — 12, — 12 y más 2 que llevo 
son — 10. Ê 


5o Dividase por 2 el log 1,42846. 
Se afiade —41 à la caracteristica para que sea divisible 


por 2; luego por compensación, se aiiade + 1 à la mantisa, 


y se dice : la mitad de 2 es 1, la mitad de 14 es 7, la mitad 
de 2 es 1 ... Luego el cociente es 1,71425. 


6º Dividase por 4 el logaritmo 5,62829. 


Se afiade — 3 à la caracteristica, para que sea divisible 
por 4; luego, por compensación, se afiade + 3 à la mantisa, 
y se dice : la cuarta parte de 8 es 2, la cuarta parte de 36 
es 9... El cociente pedido es 2,90707, con aproximación de 
un cienmilésimo. | 


7º Calcúlese el logaritmo de la expresión 


p= - 84><0,0896 >< 16,57 
= 43,48 >< 0,0017 >< 0,407 * 


Se suman juntos los logaritmos de los factores del nume- 
rador y los cologaritmos de los factores del denominador 
(nº 189). | 

log 64 = 1,80618, 

log 0,0826 = 2,91698, 

- log 16,57 = 1,21932, 
colog 13,48 = 2,87031, 
colog 0,0017 = 2,76955, 
colog 9,467 — 1,02379, 


log x = 2,6006183. 
8º Calcúlese la expresión 


p= 9:402/6 x 42 (64,13? 
196nv21 


+ 0,426936/ 
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Cálculos auxiliares : Operación : 
log 64,13 = 1,80706, log 6,462 = 0,81037, 
2 log 64,13 = 3,01412, log (6 = 0,38907, 
64,13º = 4112,72, log Y2 = 0,10034, 
log 0,42636 = 1,62978,11(64, 13?-4-0,42636*)==3,61416, 
2 log 0,42636 — 1,25956, colog 196 = 3,70774, 
0,42636º = 0,181 78, — colog 7=1,5028, 
64,13? + 0,42636º = 4112,90, colog V21 = 1,33889;, 
log 4112,90 = 3,61416, E 
log x = 1,4606342. 


log 2= 0,3014083, | 
0g VZ =*/slog 2=0,10034, El número que corres- 
| as - ponde à este logaritmo es 
og 6=071815, Pia | 
log V6 = !/, log 6==0,38907, luego a = 29,068. 


log 21 ==1,32222, 
log V21 = !/slog 21 = 0,66111. 


$ IV. — Interés compuesto. 


196. Definición. — Interés compuesto es el producido 
por el capital sumado con los intereses que se le van acu- 
mulando al fin de un periodo convenido. 

Si úno presta, por ejemplo, 1000 pesetas al 5 º/, de interés 
compuesto, esta suma el primer afio produce 50 pts. que no 
se perciben entonces, sino que se capitalizan ó acumulan 
al capital primitivo; de modo que éste, al principio del 
segundo aifio es de 1050 pts. En el segundo afio este capital 
produce 52,5 pts. que se capitalizan de nuevo, y asi sucesi- 
vamente, hasta el fin del tiempo estipulado. 


197. Fórmula general. 
Llamemos a un capital impuesto, 
r el interês anual de una peseta, ó sea 10 del 


tanto por ciento, 
n - el tiempo, | 
A el capital con sus intereses. 
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Al fin del primer afio 1 peseta llega à valer 14 -+r, 
y:« pesetas valdrán a veces más, 6 a(1 + r), 
de manera que para saber en qué se convierte un capital a 
con sus intereses capitalizados en un afio, basta multipli- 
carlo por (1 +»). 

Luego al fin del segundo afio, el capital con sus intereses 
valdrá : | 

Ato tno=a1+r), 

al fin del tercero : a(1 + 13, 
y asi sucesivamente. 


Luego, después de n afios, el valor A del capital con sus 
intereses compuestos será de : 


A=at+rp. (4) 


198. Nota. — Esta es la fórmula general de interés com- 
puesto; contiene las cuatro cantidades variables: A, a,n 
y 7, cada úna de las cuales puede determinarse, siendo cono- 
cidas las ótras tres. 


Para despejar la a, hay que dividir ambos miembros por 
A+, 
resulta : q = a (2) 
y . rr 


Para despejar la r, se dividirán por a ambos miembros 
de la ecuación (1) y se extraerá la raiz n”2 del cociente : 


"JA 
| n A. 
de donde r= VE = (3) 


Para despejar la n, se emplean los logaritmos y se escribe: 
log A =log an log (14-71), 
— logA—loga | 
de donde n=- log (1 -+) (4) 
Todas estas fórmulas pueden calcularse por logaritmos. 
Cuando el logaritmo de (4 +-r) ha de repetirse n veces (com- 


prendiêndose n ordinariamente entre 1 y 100), convicne 
tomarlo con ocho ó nueve decimales; pues, como en las 
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tablas, la última cifra es solamente aproximada, el producto 
del log por n podria dar un error ó diferencia considerable; 
entonces, después de multiplicado por n el log de (1 + 1), 
no se conservan en el producto sino cinco ó siete cifras deci- 
males, según las tablas de que úno se ha servido, cuidando 
de aumentar por exceso una unidad-à la última cifra, si la 
siguiente fuere mayor que 4. 


Aplicaciones. — 1º ; Cuál es el monto de una suma 
de 30000 pts. impuesta à interés compuesto, durante 
12 anos, al 4,5 por ciento ? 


Valiêndose de la fórmula (1), se tendrá : 
A = 30000 (1,045)*?, 
log 30 000 = 4,4771412, 
+12 log 1,045 = 0,22940, 


log A = 4,1006052 ; 
de donde A=50876,7 pesetas. 
2 4 Qué cantidad se necesita imponer á interes compuesto 


para percibir, al cabo de 10 anos, 12640 pts. por capital 
é intereses, siendo 5 el tanto por ciento? | 


Empleando la fórmula (2), resultará : 


a — 12640 
= o? 


log 12640 = 4,101 75, 

colog (1,05)!º = 1,78811, 

log a = 3,88986, 

de donde a = 7760 pesetas. 





30 La suma de 10000 pts. colocada á interés compuesto, 
durante 15 anos, llega á valer 20360. pts. q Cuál ha sido el 
tanto por ciento? ; 


Sirviêndonos de la fórmula (3), hallaremos : 
r= 20560 4 
10 000 à 
log 20 360 = 4,308 78, 
. log 10000 = 4,00000, 


diferencia = 0,308 78. 
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El 15 de 0,30878 es 0,02058, que corresponde à 1,049, 


de is r == 0,049, 
luego, el tanto por ciento es 4,90. 
4º ; En cuántos aniós un capital de 40000 pts. colocado 


á interés compuesto lega á valer 67835,7 pts., siendo 4,5 el 
tanto por 1009 


La fórmula (4) da : 
— Jog 67 835,7 — log at 
og 1, 
log 67835,7 = 4,83146, 
log 40 000 = 4,60206, 


diferencia = 0,22940, 
que se ha de dividir por 0,01912, log de 1,045. El cociente 
es 12 afios. 
5º q En cuáântos afios se RE un capital colocado á 
interés compuesto , siendo 5 el tanto por ciento? 
Si en la fórmula (1) se hace À = 2a, resulta : 
Z22=a(1+ry óbien 2=(14+rp, 
log 2=n log (14 +-r), 
10g 2 0,30103 
de donde n= Tog 40 — 002119: 1 


El cociente da algó mas de 14 afios. 


194. Novas. — i. A menudo el interés se capitaliza cada 
Sis meses, extonces, en las fórmulas, &m representa el nú- 


mero de semestres ya pasados, y z e o del tanto 


por centu ea 6 meses. En este caso las fórmulas toman las 
formas siguentes . 


A=a(1 + 5). 
o Ma 
(1+ 5)" 


a == 
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r=yA 4 

q"Vamr? 

dus og hioga, 
log (1 + 5) 


Aplicación. — Búsquese cuânto vale, al cabo de 15 ais, 
un capital de 4000 pts., colocado á interés compuesto, si el 
interés se capitaliza cada seis meses, siendo 4 el tanto 
por 100. 


Se tiene : A = 4000 (1,02)%, 
de donde A ==7245,50 pesetas. 

200. — 1. En la fórmula(4), no 197, se supone que n ex- 
presa un número entero de aiios. Si asi no fuere, se suele 
calcular el valor del capital con sus intereses al cabo de n 


anos; en seguida se busca el interés simple del capital asi 
aumentado», en la parte del afio que falta todavia. 


ProgLEMA II. El número de habitantes de una ciu- 
dad se aumenta anualmente con gs: é dentro de cuântos 


“anos se habrá duplicado ? 
Sea p la población, E el aumento anual, n el tiempo 


yP la población final después de n anos. 
Después de un afio, la población será py más el aumento 


px ó sea 
2, e Es pads nt) 
pt? P(1+ x); ó bien (E 
m+-1 
m 





Asi pues, multiplicando por la población del 


principio del afio, resultará la población al fin del mismo 
ano. 


Después de dos, tres afios, etc., la población será : 


p(2 e P( mi 1 j; 
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m+4-1 ) 
(25 
Por lo tanto, la fórmula general será : 
E) 


y después de n aijos, 





P=p 


Para resolver el problema propuesto, hagamos P=-2p, 
y resultará : 


2p = (DIY 6 dq (mtiy, 


a m-+-1h. = log; ; 
log 2=n log ( pe ); de donde n os (E) 


Sustituyendo el valor de las letras, se tendrá : 





n— 1º & 
O 
og so 
log 2 = 0,301 03, 


log a = 0,00540. 


El cociente de 0,301 03 por 0,005 40 es 55,7. Luego a po- 
blación se duplicará dentro de 56 aiios. 


ProsLEMA II. Un capital de 6000 pts. ha sido impuesto 
durante crerto tiempo à interés compuesto. Si hubrera que- 
dado impuesto un ano menos, al camtal definitivo le 
habrian faltado 3996,12 pts. ; st al contrario, hubtera que- 
dado un ano más, el capital definitivo habria resultado con 
un aumento de 4 156,02 pts. Búsquese el tanto por 100 del 
interés y el tiempo de la imposición. 

Para resolver este problema, notemos que la diferencia 
4 156,02 — 3996,12, ó sea 159,9, resulta del interés en un 
ano del número 3996, 12. Para encuntrar el tanto por 100, 
escribamos : 


3996,12 400 
159,9 — q” 


de donde x=-4,001, ógsea hos. 


ANUALIDADES Y AMORTIZACIÓN 47 


El capital definitivo, después de n afios, será: 6000x<1,04" 
Después de n—1 aíos, este capital se expresará asi: 


6000 (1,04'—1, 


Siendo 3996,12 la diferencia entre estos dos capitales, 
tendremos la igualdad 
6000 (1,04) — 6000 (1,04 —1 = 3 996,19; (4) 
pero 6000 (1,04) es lo mismo que 6 000 (1,04)*—1 (1,04). 


La ecuación precedente puede escribirse : 
6 000 (1,04)*—1 (4,04) — 6000 (1,04) —1 — 3 996,12; 


- sacando 6000 (1,04)"—1 en factor CoTiai resulta : 
6000 (1,04*—1 (1,04 — 1) = 3996,12, 
ó bien 6000 (1,04)"—1 < 0,04 — 3 996,12, 
240 (1,04)"—1 = 3996,12, 
log 240 +- (n — 1) log 1,04 = log 3996,12, 


de donde 


n—1= log LU log 240 71 afios, 8 meses, 20 dias, 


y por lo tanto, 


n = 72 afios, 8 meses, 20 dias. 


$ V. — Anualidades y amortización. 


» 
201. Definición. — Llámase anualidad la suma que 
se impone anualmente, por un tiempo determinado, para 
constituir un capital 6 amortizar una deuda. 


En el cálculo de anualidades sicmpre se tienen en cuenta 
los intereses compuestos, 


202. Constitución de un capital. — Supongamos 
que al principio de cada afio y durante cierto tiempo se 
impone una suma a, y calculemos el valor del capital asi 
constituido al fin doi enésimo afio. 
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slamemos À el capital buscado, 
l a la anualidad impuesta, 
r el interés anual de 1 peseta, 
n el tiempo. 


Desde la primera imposición hasta el dia en que esté cons- 
tituido el capital, correrán n ahos. 


La primera imposición a producirá interés compuesto 
durante n afios, y valdrá : 
“aA+rp. 
La segunda imposición producirá interés compuesto du- 
rante n—1 aíios y llegará à valer 
a(1 + ryp—, 


Le tercera imposición asimismo valdrá : 


ad + ro, 


| y asi sucesivamente; de modo que la última imposición 


será de 
“a(1+4-r). 
El capital asi constituido será pues de 
Ad try tad +para 
+ al +r+ad +r), | 
o sea A=AL)FALPLALP.+A +]. 
La parte que va entre corchetes es la suma de los térmi- 
nos de una progresión geométrica creciente de n términos 


cuya razón es 14-r, asi como el primer término. Esta 
suma cs pues (no 166) : 


— 4 +rÃA+nm—4] 
itr—4 E 
& sea L= MA rÃd tra) (1) 

r 

3. Nota. — En esta fórmula entran las cuatro canti- 
iables, A, a, ” y n que pueden despejarse fácil- 
“xcepto 1, porque su determinación depende de la 

2 de una ecuación de grado superior al segundo. 
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Despejando la a, se tiene : 
Ar 


== ) 


Despejando la n, sê halla sucesivamente : 
Ar=ai+)d+rp—ad +r), 
Artadit-ry)=at+ArnNd Ary, 


Ar-+a(l = 
Cao L = (14x, 


nlog (1+r)=log [Ar-+a(1i +r)]— log ad + r) 


de donde n=- log [Ar + a(1 + n)]— log a(i + "2. (3) 
log (1 Lg r 


Aplicación. — Un padre de familia impone cada ano, 
desde el nacimiento de su hijo, una suma de 200 pts. dinterés 
compuesto y al 4 por 100; 4 qué capital recibirá el hijo á 
los 21 anios ? | 

Hay 21 imposiciones, habiéêndose verificado la primera el 


dia del nacimiento del hijo, la segunda al principio del se- 
gundo afio ..., la 21a al principio del afio vigésimo primero. 


La ormuia (1) da : 


A — 200><1,041048 —1) — 651970 pts. 
? 


AMORTIZACIÓN 


204. Definición. — Cuando una compaiiia, una ciu- 
dad, etc. hacen un empréstito, de ordinario redimen la 
deuda contraida, efectuando anualmente y por un tiempo 
convenido, la entrega de una anualidad al que adelantó los 
fondos. 


Esta operación seconoce con el nombre de amortización. 


- Luego, amortizar una deuda es redimirla ó extinguirla 
por medio de cierto número de anualidades. 
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205. Fórmula general. 
Llamemos A un capital prestado, 
a la anualidad que se ha de pagar para amor: 
tizar este capital, | 
r el interés anual de 1 peseta, 
n el tiempo. 


Después de n afios, el capital A valdrá: 


AM +rp. 


La primera anualidad, entregada al fin del primer afio, 
devengará intereses compuestos durante n—1 afios y 
llegará à valer : 


af tro; 
la segunda anualidad : a(1+Hrp-, 
la tercera anualidad : (14), 


y asi en adelante, de modo que la antepenúltima anualidad 


será : a(1 + rr); 
la penúltima : a(1 + 1), 
y la última : à 


Pero entonces se ha pagado toda la deuda: luego la suma: 
de todas estas anualidades, más. los intereses compuestos de 
las mismas, vale : 


AQ +ry, 


lo que da la ecuación 


Ad +rp=atat + n)pad trt at ry+n 
at + rp, 
El segundo miembro de esta ecuación es la suma de los 
términos de una progresión gcométrica creciente cuyo pri- 


mer término es a, la razôn (14-17), yn el número de 
términos; esta suma es igual à | 


AGtrçl, ó sea — (d+ 4), 
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'y la ecuación se reduce à 


A(1 += [4 + rp —1), 


o Ant+r 
de donde q = ET Es () 


206. Notas. — I. Esta fórmula general de amortización 
encicrra cuatro cantidades variables A,a, r yn que se 
pueden despejar con facilidad, excepto r, pues su deter- 
minación depende de la resolución de una ecuación de grado 
supcrior al segundo. 


Despejando la A, sc tiene : 


o e 
4 = ala er 4] | (2) 


Despejando la n, resulta sucesivamente : 


Ardtryp=ai+rs—a, 
A(itrr—-a(dA-rp=—a, 
A+rr(Ar—-)=—a, 
A +rp (a— Ar)=a, 
n log (1 +r) +log (a — Ar)= loga, 


de donde n=— Jog é E OE e im (3) 


207. — II. En estas fórmulas, la anualidad a es evidente- 
mente superior al interés simple de la suma prestada, lo que 
puede demostrarse con facilidad. 


En efecto, en la ecuación (3), n ha de ser real; por lo 
tanto a— Ar debe ser positivo, pues los números nega- 
tivos no tienen logaritmos; luego a es mayor que Ar, 
interês simple de A. 


Si a= Ar, la misma fórmula (3) sc convierte en la 
siguiente : 
— logga—logO — loga—(— oc 
— lgÃFtro — “log tiFr) o Ee 
loga toc 
Tog TF) = 


(no 188) 


ne 
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lo que manifiesta que si la anualidad entregada es igual sólo 
al interés simple del capital, la amortización es imposible ; 
y en este caso el valor de a se Ilama renta perpetua. 


“Aplicaciones. — 1º. Una ciudad quiere tomar un em- 
préstitôo de 50000 pts. al 4, y amortizar esta 
deuda en 20 anos; g qué anualidad tendrá que pagar? 


La fórmula (1) da : 


o 50000 >< 0,04 (1,04% 
(1, * —1 i 
Tenemos para el numerador : 
log 50000 = 4,69897, 
10g 0,04 = 2,60206, 
20 log 1,04 = 0,34067, 


log del numerador = 3,641 70. 
' Para el denominador : 
20 log 1,04 =0,34067, de donde (1,04) — 21911, 
y por consiguiente, el valor de (1,04% —1 es 1,191, 
log 1,191 = 0,07595. 
Restando este log del log del numerador, resulta : 
log a=3,56575; 
de donde a = 3679,25 pesetas. 
2º Una ciudad puede disponer de 8000 pts. durante 


24 anios; gqué capital deberá tomar prestado al 5º/,, para 
que este capital quede amortizado al cabo de los 24 anos ? 


La fórmula (2) da : 


A — 8000[(1,05/4 — 4] — 460000 [(1,05)4 — 4] 
"06,05 = (1,05) 


Efectuando los cálculos, resulta que 
A = 110387 pesetas. Aa 
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PARTE CUARTA 


Ejercicios. 


à. Búsquese el 36º término de a progresión +1.4.7.10.... 
2. ,Cuálesel81º término dela progresión + 200 . 198 . 196 . 194...? 


3. Determinar los cuatro ángulos de un cuadrilátero, sabiendo , 
que están en progresión aritmética y que el menor tiene 45º. 


4. Determinar los ángulos de un polígono de 9 lados, sabiendo 
que están en progresión aritmética, y que la razón es 3. 


- 5. Entre 10 y 82 interpólense cinco medios aritméticos. 
6. Entre 14 y 6 interpólense once medios aritméticos. 


4. Escribir una progresión aritmética de diez términos, cono- 
ciendo el primero 3 y el último 6. 


8. La primera grada de la escalera que conduce à una iglesia 
tiene 20 m. de longitud, las siguientes van disminuyendo 
progresivamente de 07,70, de suerte que la última tiene 
sólo 87,10 ; ; cuántas gradas tiene esa escalera ? 


9. Búsquese la suma de los términos de la progresión 
+2.5.8.11...., que tiene 5 términos. 


40. 4 Cuál es lá suma de los 40 primeros números 1.2.3.4... 
de los 100, de los 1000, de los 10000, de los 100000 primeros 
números ? 


44. Calcúlese la suma de los 64 primeros números 
pares 2.4.6... 


42. Búsquense ocho números en progresión aritmética, cono- 
ciendo su suma 196 y el primero 7. 


43. Búsquense tres números en progresión aritmética, cono- 
ciendo el primero 5 y su producto 1140. 


14. Búsquense siete números en progresión aritmética, cono- 
ciendo la suma de ellos 63, y la suma 679 de sus cuadrados. 


46. 4 Cuáles son los tres lados de un triángulo rectângulo, 
sabiendo que están en progresión aritmética, y que la razón 
es 21 m.? 


46. Búsquese la suma de las alturas de 20 triângulos equiláte- 
ros, siendo de 1 m. el lado del primero, de 2 el del segundo, 
de 3 el del tercero, y asi sucesivamente. 


47. Se han dispuesto algunas bolas del modo siguiente : la pri- 
mera fila ticne 1 bola, la segunda 2, la tercera 3, y asi sucesiva- 
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mente. ; Cuántas filas hay, si el número de bolas empleadas es 
de 1225? 

“48. Búsquense cinco números en progresión aritmética. cuya 
suma es de 35 y su producto 10395. 


19. é Cuál es el 15º término de la progresión :+1:3:09...? 


“” 


20. ; Cuál es el 10º término dela progresión +: 1: — 


ve] O 
SIR 
e 


24. q Cuál es el 14º término de la progresión 
140240 : 5120 : 2 560...? 
22. Entre 4375 y 7, interpolar tres medios geométricos. 
23. Búsquese el límite de la suma de los términos 
45100 :50:95: 12,50... 
24. Búsquese el limite de la suma de los términos 
5,420, 5»: 0, 054 :0 0054... 


25. i Cuáles son los cuatro ângulos de un cuadrilátero, sabiendo 
que están en progresión geométrica, y que la razón es 29 


26. Búsquense cuatro números en progresión geométrica, 
sabiendo que el primero es 15, y que la suma de los dos prime- 
ros no es más que la cuarta parte de la de los dos últimos. 


27. Dividase el número 156 en ótros tres que estén en progre- 
sión geométrica, y que el último exceda al primero en 96. 


28. Buscar tresnúmeros en progresión geométrica, conociendo 
su suma 31, y la cantidad 19 en que el mayor excede à la suma 
de los ótros dos. 


29. Búsquense cuatro números en progresión geométrica, 
sabiendo que la diferencia entre el cuarto y el tercero esde 108, 
- Y la diferencia entre el segundo y el primero es de 12. 


30. Búsquense cinco números en progresión geométrica, 
sabiendo que la diferencia entre el último y. el primero es 
de 1872, y la diferencia entre el tercero y el primero es de 12. 


31. Una progresión geométrica tiene 8 têrminos, la razón es 
igual al tercio del primero, y la diferencia entre los dos prime- 
ros términos es de 18 : ; cuáles son los ocho términos ? 


32. Una progresión geométrica tiene seis términos; la razón 
es la cuarta parte del primer término, y la suma del segundo y 
del cuarto es de 360 : búsquense los seis términos. 


33. Cada dia se saca de un tonel la cuarta parte de lo que 
contiene ;;, cuál es su contenido, sabiendo que al cabo de cinco 
dias quedan todavia 121 lts. 50? 


34. Un comerciante ha empleado 25600 pts. en un negocio; 
cada ano el capital se aumenta con la cuarta parte : ; cuál es el 
val- *--esto capital al cabo de 6 anos ? 
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35. Suponiendo que un grano de trigo dé 4 espigas de 25 gra- 
nos por afio y que se siembren todos estos granos, ;, cuál será 
en millones de granos la cosecha obtenida el décimo aiio ? Si se 
supone que el volumen de un grano sea de 20 mm?, ; cuál será 
el volumen total de la cosecha ? 


36. Suponiendo que un capital impuesto á intereses se duplica 
cada 23 afios, calcular lo que llegaron á valer en 1890 cinco cén- 
timos impuestos en el ario 1 200. 


37. Calcular cuânto valdrá al cabo de 12 aíios una suma 
de 14000 pts., impuesta à interés compuesto y al 4 º/o. 


38. ; Cuál será el monto de 45000 pts. impuestas á interés 
compuesto por 8 afios y al 4,50 9/0? 


39. ; Cuál es el capital que, impuesto á interés compuesto por 
14 arios y al 4 o/o, llega á valer 27 707,50 pts. ? 


40. Si las sumas depositadas en la caja de ahorros van deven- 
gando réditos al 3 0/o, y si éstos se capitalizan cada afio, ; qué 
suma recibirá á los 21 aíios un joven en cuyo beneficio se tomô 
una libreta de 300 pts. el dia de su nacimiento ? 


— 44. ; À qué tanto por ciento hay que imponer la suma 

de 10000 pts. á interés simple, para que al cabo de 6 aiios hava 
producido lo que la misma suma impuesta á interés compuesto 
yal 4 of, durante el mismo tiempo ? 


42. Se han impuesto 12000 pts. á interés compuesto y al 49/, 
por 20 arios; ; cuántos afios habria sido menester dejar la 
. misina suma á interés simple y al mismo tanto por ciento para 
que produjera igual interés ? 


43. Un municipio toma un empréstito de 100000 pts. para 
25 afios: 4 qué anualidad tendrá que pagar para amortizar su 
deuda, si el tanto es al 5 º%/% ? 


4/44. Una ciudad puede disponer de 6500 pts. durante 15 anos: 
4 qué capital podrá tomar á préstamo al 4 ºfo para que su anua- 
lidad de 6500 pts. pueda redimirla al cabo de los 15 arios ? 
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4. Búsquense dos números cuya suma sea 380 y su cociente 9. 


2. Repartir la suma de 999 pts. entre dos personas de modo 
que la parte de la segunda sea '/, mayor que la de la pri- 
mera. : 


3. La suma de dos números es 576, su cociente 20, y el resl- 
duo de su división 9 : ; cuáles son estos números ? 


4. Repartir 175 pts. entre tres personas, sabiendo quela segunda 
ha de recibir 15 pts. más que la primera, y la tercera los ?/, de 
la suma de las dos primereas. 


5. 4 Cuál es el número cuyos ?/,, más los 3/,, más los 4/s, más 
los “1/9 son 376? 


6. 4; Cuál es el valor de un objeto, sabiendo que, vendido en 
252 pts., se gana un 15 º/o sobre el precio de venta ? 


| 7. Tres personas tienen juntas 122 afios: ; cuál es la edad de . 
cada úna, sabiendo que la menor tiene los */; de la edad de la 
segunda, y ésta los 4/, de la edad de la mayor? 


8. Distribúyanse 301 cocos entre dos clases de nifios de modo 
que dividiendo por 4 el número que ha recibido la primera, 
y por 15, el que ha recibido ta segunda, la diferencia de los 
cocientes sea 4. | 


-9. Una barra de plata de 0,800 de ley pesa 350 gr.; 4 qué peso 
de otra barra de 0,900 de ley debe afiadirsele para que la ley de 
la aleación resulte de 0,830 ? 


10, Dos comerciantes tienen, el primero 30000 pts.,y 100000 pts. 
el segundo; sisu capital se aumenta cada afio con 5000 pts., ; den- 
tro de cuántos afios será el capital del primero la mitad del 
capital del segundo ' 


44. Al vender una propiedad en 8420 pts., dice el duefio que ha 
ganado el interés anual al 5 º/, de la suma en que la habia 
comprado, más el interés de los intereses : ; cuánto le había 
costado esa propiedad ? 


42. Un hijo tiene 140 anos y su padre 35: ; dentro de cuântos 
anios será la diferencia de las edades los 3/, de su suma ? 


43. Búsquense dos números cuya diferencia sea 15, sabiendo 
que el cociente de su suma por la tercera parte de la diferencia 
es igual á los 3/g del número mayor. 


14. Búsquense dos números tales que dividiendo el primero 
por3 y el segundo por 5, la suma de los cocientes sea 13, y si se 
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multiplica el primero por 5 y el segundo por 1, la suma de los 
productos sea igual á 315. 


15. Búsquense dos números tales que dividiendo el mayor por 
el menor resulte 5 por cociente y 4 por residuo, y 11 veces el 
menor dividido por el mayor dé 2 por cociente y 10 por residuo. 


46. Un comerciante tiene café de dos calidades ; cuando 
mezcla 3 kg. de la primera con 7 de la segunda el kg. vale 
4,1 pts., y cuando mezcla 6 kg. dela primera con 4 de la segunda, 
el kg. vale 3,95 pts. : vcuáles son los precios respectivos de cada 
clase ? 


17. Eldia de la apertura de las clases, los números de alumnos 
de dos escuelas son entre si como 4 es à 5; seis meses después, la 
primera tiene 20 alumnos más, y la segunda 20 menos ; entonces 
los números de alumnos son entre si como 10 esá 11 : 4 cuántos 
alumnos tenfa cada escuela el primer dia de clase ? 


18. Búsquese un quebrado tal que se convierte en 3/, cuando 
se afiade 1 á sus dos términos, y vale 2/; cuando se les quita 4 | 


19. Una seriora quiere comprar cierto número de metros de 
tela; silos comprase de á 1,46 pts. el metro, le faltarían 75 cénti- 
mos ; entonces compra otra calidad de á 1,40 Pts., Y le sobran 
50 cêntimos : é qué dinero tenia esa mujer, y cuántos metros ha 
comprado ? 


20. Un número consta de tres cifras cuya suma es 10, siendo 
la segunda cero; cuando se invierte, el número obtenido vale 
8 veces tanto como el primero más 29 : ; cuál es ese número ? 


24. Una suma de 149000 pts. ha de repartirse entre tres hijos 
é inversamente á su edad; siendo las edades respectivas de 
9 aíios, 13 anos y 15 ahios, caleutar lo que recibirá cada hijo. 


22. ; Cuãl ha de ser el lado des un cuadrado para que su dia- 
gonal tenga 15 cm. más que este lado ? 


23. 4 Cuál ha de ser el lado de un triângulo equilátero para 
que la suma de la base y de la altura sea de 1 metro ? 


24. 4 Cuál ha de ser el radio de un circulo, si el lado del cua- 
drado inscrito ha de tener 25 mm. menos que el del triângulo 
equilátero inscrito ? 


25. é Cuál ha de ser el radio de un circulo cuya circunferen- 
cia debe tener 50 cm. más que el perimetro del exágono regular 
inscrito ? 

26. Con un cuadrado de 1 m. de lado, fórmese un octógono 
regular cortando los lados, y calcúlese : 1º la longitud del lado 
del ângulo quitado ; 2º la longitud del lado del octógono obte- 
nido. 


27. Búsquense los tres lados de un triângulo, sabiendo que 
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sumados de dos .en dos, resultan las cantidades 163 m., 118 m. 
y 14 m. 


28. Determinar los cuatro lados de un cuadrilátero, sabiendo 
que sus sumas, tomados de tres en tres, dan 177 m., 183 m., 
180 m. y 195 m. 


29. La base de un triángulo isósceles tiene 20 m.; sobre esta 
base, tomada como diámetro se describe una semicircunferencia 
que determina en cada úno de los lados iguales una cuerda 
de 12 m.: ; cuál es la altura del triângulo ? 


30. Los tres lados de un triângulo son AB=48m.,BC= 54m,., 
AC= 62 m.; determinese en el lado BC, y desde B, un punto H 
tal, que las paralelas trazadas por este punto à los otros lados, 
tengan por suma 55 m. 


31. Los catetos de un triângulo rectângulo tienen 180 m. y 
270 m.; + cuáles sonlos puntos en quelos corta la perpendicular 
levantada en la mitad de la hipotenusa? — La respuesta cxpre- 
sarà la distancia de estos puntos al vértice del ângulo recto. 


32. Un terreno rectangular se calcula á 75 pts. el árca y su 
longitud es igual á 8 veces su latitud ; si se ariadieran Gm. à la 
longitud y 5 á la latitud, el rectângulo resultante valdria 264 pts. 
más que el primero:: ; cuáles son las dimensiones del primer 
rectángulo ? 


33. En un triângulo de 54 m. de base y 46 de altura, inscri- 
base un rectángulo cuyo perímetro sea igual á la suma de la 
base y de la altura del triángulo. 


34. En la prolongación del lado AB = 54 m. de un cuadrado, 
se sefiala una longitud BE =42 m.; ; cuál ha de-ser la longitud 
BF =x senialada en el otro lado del cuadrado, para que la recta 
EFH determine un trapecio ABFH equivalente al rectângulo 
cuyas dimensiones serian x y AB4 x ? 


35. À qué distancia del centro de un círculo de 10cm. de 
radio debe trazarse una cuerda para que su longitudcon la de su 
sagita sea igual á tres veces el radio del circulo ? 


36. En un circulo de 12 m. de radio, «, :uál ha de ser la lon- 
gitud de la cuerda que sea el triple de su sagita ? 


37. ; À qué distancia del centro de un círculo de 12 cm. de 
radio debe sefialarse un punto, para que la secante que sulga de 
este punto y pase por el centro sea 3 veces tan larga coino la 
tangente que sale del mismo punto ? 


38. En un rectângulo ABCD, trazar à la base una perpendicular 
FE, de modo que la diagonal AC sea bisectriz del ângulo que 
tiene su vértice en A, y cuyos lados terminan en E y F. Las 
dimensiones de este rectângulo son : BL=72 m. y AB=60 m. 





” = 
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39. La superficie total de una pirâmide regular de base cua-. 
drada es de 2m?2,792, y la altura de la pirâmide, de 0m,707: bús- 
quese la distancia que media entre el centro de la base y las 
caras, sabiendo que la base tiene im?, 


40. 4 À qué distancia del centro de una esfera hay que trazar 
un plano, para que la superficie de la sección sea los 3/, de la 
superficie de la zona quitada? — Se tomará 1 =28 cm. 


41. À qué distancia del centro de una esfera se debe trazar 
un plano para que la zona comprendida entrc este plano y el 
circulo máximo, que le es paralelo, sea una media proporcional 
entre sus dos bases? 


42. Un cilindro remata en dos conos rectos de igual base; su 
altura es igual al radio de su base, y la longitud total del sólido 
es de 32 cm. : « cuáles son las dimensiones del cilindro y de los 
conos. si la superficie lateral de Êstos es equivalente á la super- 
ficie lateral del cilindro ? 


43. « Cuál es el número cuyos 3), multiplicados por los 4/ 
dan 19449 2 


44. ; Cuál es el número que multiplicado por sus ?/, más 
sus 3/; da 11409 


45. Sc aiiade 2 à un número y se cuadra el resultado ; se resta 
2 del mismo número y se cuadra el resultado : búsquese ese 
número sabiendo que la suma de los dos cyadrados es 656. 


46. Adivinen mi edad, decíia un nino á sus condiscípulos, 
sabiendo que la que yo tenia hace 8 atios multiplicada por la que 
tendré dentro de 8 aros da 105. 


47. ;, Cuãl es el número cuyos ?/, más 3, multiplicados per 
los */, menos 2, dan 858? 


48. Búsquense dos números pares consecutivos tales que 1a 
suma de sus cuadrados sea 1460. 


49. Indiquense dos números impares consecutivos tales que la 
diferencia de sus cubos sea 602. 


50. Un padre tiene 30 anos y su hijo8; ; dentro de cuáântos 
anos el cuadrado de la edad del hijo será la cuarta parte del 
cuadrado de la edad del padre? 


51. ; Cuánto se habia pagado por un mueble, sabiendo que al 
venderlo en 24,75 pts. se pierde tanto por ciento como habia cos- 
tado ? 


52. Dividir una recta de 20 m. en dos segmentos tales que el 
cuadrado del primero sea igual á 4 veces el produclo de la linea 
entera por el segundo. 


53. Indiquense dos números tales que su producto más la 
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semisuma de ellos sea 109, y el mismo producto menos la semi- 
suma sea 89. 


54. Se imponen 5000 pts. à cierto tanto por ciento ; 5 aiios des- 
pués se saca de nuevo el capital con sus intereses é impónense 
los 3%/; á un tanto por ciento aumentado en 1 pta., y el otro 
tercio á un tanto por ciento disminuído en 1 pta.; entonces la 
suma de los intereses anuales es de 260 pts. ; ; cuál era el tanto 
por ciento primitivo ? 


55. Búsquense dos números cúyo producto sea igual á 15 y la 
suma de sus cuadrados á 34 


56. ; Cuál ha de ser el radio de un circulo para que la dife- 
rencia entre la superficie del cuadrado inscrito y la del triângulo 
equilátero inscrito sea de 1 m?? 


57. En el centro de un circúlo cuyo radio r=5 m. se levanta 
una perpendicular al diâmetro, y en un extremo de éste se traza 
una secante que corta á la perpendicular; ; cuál debe ser la 
longitud de esta secante para que la circunferencia la divida en 
dos segmentos iguales ? 


58. Calcúlense los tres lados de un triângulo rectângulo, cono- 
ciendo la hipotenusa 85 m., y la relación */,, de los catetos entre 
si. 

59. El lado de un rombo tiene 12 m., y la diagonal 140: ; cuál 
rs el radio del circulo inscrito * 


60. Indiquense los catetos de un triángulo rectângulo, si la 
hipotenusa tiene 14 m. y la mediana de un cateto 13 m 


61. ; Cuáles son 105 catetos de un triângulo rectânguio. si las 
medianas que les corresponden tienen respectivamente 15 y 12m.? 


62. En un trapecio isósceles, la perpendicular que junta la 
mitad de las bases es á la vez la altura del triângulo rectângulo 
isósceles construído sobre la base mayor, y la del triângulo equi- 
látero construído sobre la menor : calcular esas bases, si la 
superficie del trapecio es de 324 m?. 


63. Dos cuerdas iguales parten desde un mismo punto de una 
circunferencia ; ; cuál ha de ser su longitud para que la recta 
que une sus mitades sca igual al radio? — Se tomará r = 24 cm. 


G4. En un semicirculo de 6 m. de radio se levanta en el cen- 
tro. una perpendicular al diâmetro : 4 cuál será la longitud de 
una cuerda que salga del extremo del diámetro para ser “cortada 
por la perpendicular, en la relación de 8 à 1º 


65. En un círculo ae 120,50 de radio, à cuál debe ser la lon- 
gitud de una cuerda para que, aiiadida á la de su sagita, Ed suma 
resulte igual a] radio ? 
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66. Un cono y un cilindro circulares rectos tienen por base 
un mismo circulo de 30 cm. de radio; siendo la altura del cilin- 
dro de 25 cm., 4 cuál debe ser la altura del cono para que am- 
bos cuerpos tengan igual superficie lateral ? 


67. En el extremo de un diâmetro se levanta una perpendicu- 
lar : 4 cuál ha de ser la longitud de esta recta para que el trián- 
gulo rectângulo que tiene por catetos el diámetro y esta perpen- . 
dicular sea 4 veces mayor que el triângulo cuyos lados son el 
diâmetro y las dos cuerdas que unen con los extremos del diá- 
metPo el punto en que la hipotenusa del primer triángulo corta 
á la circunferencia ? — Se tomará r=8 cm. 


68. Por un punto situado á 6 m. del centro de un circulo de 
4 m. de radio, trazar dos secantes, úza de las cuales tiene que 
pasar por el centro, de modo que el arco comprendido entre las 
secantes sea igual al arco subtendido por una parte de la secante 
menor. — Hay que considerar dos casos. . 


69. En un circulo cuyo radio es de 1 m.; 4 cuál es la longituá 
de dos tangentes que salen desde un mismo punto, sabiendo que 
esta longitud es los %/ de la cuerda que une los puntos de con- . 
tacto ? 


70. é Cuáles son las dimensiones de un rectângulo, sabiendc 

ue'su superíicie se disminuye en 135 m? cuando su base viene 
à ser igual á su altura, y se aumenta en 216 m? cuando la altura 
- viene á ser igual á la base ? . 


74. Una línea férrea pasa á 1 200 m. de un pueblo A, y à 500 m. 
de otro pueblo B; los pueblos situados á un mismo lado de la 
linea distan úno de ótro 2500 m. : 4 á qué intervalo de estos - 
pueblos ha de colocarse una estación equidistante de ellos ? 


12. Una vela cuadrada tiene 9 m. de lado; ; cuânto hay que 
aumentar el lado para que la superficie sea de 98 m??2 


13. Las dimensiones de un rectángulo tienen 60 m. y 80 m.. 
é cuânto hay que quitar de cada úna para que la superficie se 
reduzca á la mitad de la anterior ? 


74. La base y la altura de un triângulo tienen respectivamente. 
60 m. y 72 m,; ; qué longitud hay que aiiadir á estas dimen- 
siones para que la superficis se aumente con su mitad ? 


75. La hipotenusa de un triângulo rectângulo tiene 143 m.; 
calcular los catetos, sabiendo que la hipotenusa es igual à 5 veces 
la diferencia de ellos. 


16. ; Cuál es la sagita de una cuerda de 18 m. en un círculo 
de 15 m. de radio ? 


47. Búsquense los tres lados de un triángulo rectângulo, 
* sabiendo que el lado medio tiene 8 m. menos que la hipótenusa, 
y 17 más que el lado menor. 
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78. Una tangente común á dos circunferencias tangentes exte- 
riormente tiene 12 cm. entre los puntos de contacto; búsquese 
á qué distancia del centro de la circunferencia mayor encontrará 
á la linea de los centros, si la diferencia de los radios es 
de 5 cm. — Generalizar la cuestión. 


79. Un círculo tiene 12 m. de radio; por un punto situado á 
6 m. de la circunferencia se traza una secante tal que su seg- 
mento externo tenga 4 m. más que su segmento interno ; calcú- 
lese la longitud de la secante. 


80. Búsquense los catetos de un triángulo rectângulo, sabiendo 
que la hipotenusa tiene 377,50, y la altura correspondiente, 
18 m. 


81. Calcular los catetos de un triângulo rectângulo, sabiendo 
que la hipotenusa tiene 74 m., y el radio del círculo inscrito 
10 m. | 


82. La diferencia entre las dimensiones de una alfombra es de 
11 dm. ; calcular estas dimensiones, si la superficie de otra alfom- 
bra que tiene 2 dm. más de ancho y 3 dm. menos de largo es !/ 
mayor que la de la primera. 


83. Las dimensiones de un rectângulo son 8y 15 m.: ei se 
aniaden 2 á la dimensión menor, ;, qué longitud debe atiadirse á 
la mayor, para que la diagonal del nuevo rectângulo tenga 3 m. 
más que la del primero ? 


e 
84. Córtese una esfera de radio r por medio de un plano, de 
manera que la zona quitada tenga la misma superficie que el 
circulo cuyo radio es la distancia x del plano secante al centro 
de la esfera. 


85. Un tronco de cono tiene 12 cm. de altura y 12 cm. de 
radio en la base inferior ; ; cuál ha de ser el radio de la base 
superior, para que su volumen sea 7 veces mayor que el del 
cilindro que tenga la misma altura que el tronco de cono, Y por 


base la base superior del mismo ? 


86. ; À qué distancia del centro de una esfera de radio r hay 
que trazar un plano secante para que el cilindro cuya base sea 
la sección obtenida y x la altura, tenga igual superficie lateral 
que el cono de revolución inscrito en el segmento determinado 
por el plano secante ? 


87. En un círculo de 5 m. de radio se traza una cuerda para- 
lela á una tangente de este circulo, en seguida se traza otra tan- 
gente en úno de los extremos de la cuerda ; entonces resulta un 
triângulo cuyos lados son las dos tangentes, y el tercero, el arco 
comprendido entre los puntos de contacto : ; cuál ha de ser la 
distancia x de la cuerda al centro para que, haciendo girar. 
la figura al rededor del diámetro perpendicular á la cuerda, 
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ta superficie engendrada por la tangente que no es paralela á la 
“ Ccuerda, sea 3 veces mayor que la de la zona engendrada por el 
arco ? 


88. Dense 17 números en progresión aritmética, conociendo el 
primero 7 y el último 31. 


89. Calcúlese la suma de los términos de la progresión :3. 
5,90 . 8 . 10,50..., que tiene 64 términos. 


90. Búsquense 15 números en progresión aritmética, cono- 
ciendo su suma 600 y el último 58. 


91. Escribanse 13 números en progresión aritmética, cono- 
ciendo su suma 260 y la razón 3. 


92. Calcúlese en cuáântos puntos se cortan 20 rectas que no 


son paralelas. — Se supone que más de dos rectas nunca se cor- 
tan en un mismo punto. 


93. ; Cuáles son los tres lados de un triángulo ssingilo 
sabiendo que están en progresión aritmética y que la superficie 
del triângulo es de 4374 m?? 


94. El perímetro de un triángulo rectángulo es de 168m.; 
calcular los lados, sabiendo que están en progresión aritmética. 


95. Indiquense tres números que estén en progresión aritmé- 
tica, conociendo su suma 30, y la cantidad 100 en que el cuadrado 
del mayor excede á la suma de los cuadrados de los ótros dos. 


96. Escribanse siete números que estén en progresión aritmé- 
tica, conociendo la suma 83 de los dos extremos, y su pro- 
ducio 162. 


"97. Búsquense tres números que estén en progresión aritmé- 
tica, conociendo su suma 30 y su producto 910. 


98. Dense seis números en progresión geométrica, si la suma 
de ellos es de 4004 y la razón 3. 


99. Una progresión geométrica tiene 8 términos : el cuarto y 
el sexto son 51 y 459; ; cuáles son los demás ? 


100. El capital de un negociante es de 50000 pts., y cada ario 
se aumenta en !/, de lo que era el afio precedente : | cuál será 
su valor al cabo de 9 anios ? 


101. ; Cuál es el valor de la suma de los términos de la pro- 
o a.a a i É 
gresión sa: 7: gg: vensa vale 22 
102. Se juntan los puntos medios de los lados de un cuadrado 
que tienen 1 m., y resulta otro cuadrado que es la mitad del pri- 
mero; se hace la misma operación con el segundo cuadrado, 


luégo con el tercero, y así indefinidamente : búsquese la suma 
de las áreas asi obtenidas. 
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103. La suma de tres números en progresión geométrica es 
de 104/,; ; cuáles son estos números, sabiendo que el mayor 
“excede al segundo en 16? 


104. FEscribanse tres números en progresión geométrica, 
sabiendo que el mayor excede al segundo en 72, y el segundo 
excede al menor en 24. 


405. Dense cuatro números en progresión geométrica, sabiendo 
que la diferencia entre el último y el primero es de 248, y la 
que hay entre el tercero y el segundo es de 40. 


106. Pónganse cinco números en progresión geométrica, de 
modo que la suma del primero y tercero sea 52, y la diferencia 
“entre el último y el primero sea 1248. 


107. Escribanse cinco números en progresión geométrica, 
conociendo la suma 120 de los términos de orden par y la dife- 
rencia 320 de los extremos. 


108. ; Cuánto valdrá al cabo de 5 aíios la suma de 12800 pts. 
impuesta á interés compuesto y al 4 9/0? 


109. Una ciudad toma un empréstito de 860000 pts. al4 0/o, y 
quiere amortizar esta deuda en 25 aíios : ; qué anualidad fenda 
que pagar ? 


410. Un municipio, que tendrá disponibles 14000 pts. durante 
30.anos, desea tomar á préstamo una suma <compuesta de un 
número redondo de millares de pesetas, y el mayor que sea 
posible ; ; cuál será la cuota de este préstamo y la anualidad 


que se deberá pagar, siendo el tanto al 4 1/, 9? 


141. é Cuáles son los números de dos cifras tales, que aiia- 
diendo á cada úno el número que resulta al invertirlo, la suma 
dé un cuadrado ? 


412. ; Cuáles son los números de dos cifras tales, que restando 
de cada úno el número que resulta al invertirlo, la diferencia 
dé un cuadrado ? 


113. Los valores de los lados de un triângulo son múltiplos 
de 5 : ; cuáles son estos lados, si el perímetro es de 200 m., y la 
suma-de los dos lados menores excede al mayor en 40 m.? 


414. Dense tres números consecutivos divisibles respectiva- 
mente por 5, 7 y 9. 


TRIGONOMETRIA 


CAPÍTULO I 
LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 


$ I. — Preliminares. 


1. Definición. — Trigonometria es la ciencia que tiene 
por objeto la resolución numérica de los triângulos. 


Todo triângulo consta de seis elementos : tres ângulos y 
tres lados. Cuando se conocen tres de estos elementos, con 
tal que no sean los tres ângulos, la trigonometria enseiia 
à resolver el triângulo, esto es, à determinar por medio del 
cálculo los elementos desconocidos, valiêndose de los cono- 
“cidos. 


2. La Geometria ensefia à resolver gráficamente los trián- 
gulos; pero à causa de los errores inseparables de todo tra- 
bajo material, no son muy exactos los resultados; al con- 
trario, se consiguen exactos con el cálculo trigonométrico. 


3. Líneas trigonométricas. — Sea el ángulo BOA. 
Con un radio cualquiera, describamos Sa sai 
el arco AB. Desde B tracemos BP p 


perpendicular à OA, y en el punto A 
levantemos AT perpendicular à OA. 


- Llâmase seno del arco AB ó del ângulo 
O, la relación ao Fig. 4 


' 
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tangente del arco AB 6 del ângulo O, la relación OA 3 


secante del arco AB ó del ângulo O, la relación e 


Como rl radio del circulo se toma sicmpro por unidad, 


: BP 
las razones precedentes se convierten en de ó sea BP, 


AT 
1 


--— ósea AT, 


L O sea OT. 


Por lo tanto, tomando el radio por unidad, las longitu- 
des BP, AT y OT representan respectivamente el seno, 
la tangente y la secante del ángulo O, y se llaman líneas 
trigonométricas. 


4. Líneas complementarias. — Lliâmanse coscno, 





Fig. 2. 
del ângulo MOB, es la cosecante del ângulo AOM. 


cotangente, cosecante de un arco ó 
del ângulo correspondiente, el seno, 
la tangente y la secante del com- 
plemento de dicho arco ó de dicho 
angulo. 

Asi, MQ, seno del ángulo MOB, 
complemento del ângulo AOM, es el 
coscno del ángulo AOM; BS, tan- 
gente del ángulo MOB, es la cotan- 
gente del ângulo AOM; y OS, secante 


o. Notas. — I. Siendo paralelas las rectas MP y BO, 
resulta que MQ = PO, y por lo tanto el coseno se define tam- 
bién diciendo que es la parte del radio comprendida entre 
el centro del arco y el pie del seno. 


G. — II. Para un mismo ángulo, las lineas trigonomé- 








BP 


o PA P 4 
Fig. 3. 
y OB'P' dan 


tricas permanecen invariables, sea 
cual fuere el radio elegido. 
En efecto, el seno del ángulo BOA 
BP ô BP. 
“ “op º OB 
pero estas dos razones son iguales, 
pues los triângulos semejantes OBP 


B'P' 


OB = OB luego.... 
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Asimismo, el coseno del ângulo BOA es TE ó Rs 


pero son iguales estas razones, pues los triângulos seme- 
jantes OBP y OB'P' dan E Se SE luego... 


Hariamos una demostración análoga para las demás lincas 
trigonométricas. : 


Los números que representan à las lineas trigonométri- 
cas son siempre abstractos, ya que estas lineas son razones. 


7. — III. Los vocablos seno, tangente, stcante, coseno, 
cotangente y cosecante se escriben abreviadamente de este 
modo : sen, tg, sec, cos, cotg y cosec. 


$ II. — Variaciones de las lineas 
trigonométricas. 


8. Sea un circulo de radio OA=-1. Tracemos dos diá- 
metros pcrpenaiculares AA”, BB' que 
dividen al circulo en cuatro sectores 
iguales Ilamados cuadrantes. 


Supongamos que un punto movible 4 
| M salga de A, llamado punto deorigen 

de los arcos, y se mueva en el sentido 

de AMB; el arco recorride, nulo al 
principio, va aumentando constante- 
mente, y pasa por los valores 900, 1800, 
270º y 3600; entonces M habrá vuelto al punto de origen de 
donde salió. 





Si el móvil se dirige en sentido opuesto, los arcos reco- 
rridos se consideran como negativos. 


Mientras el punto M recorre la circunferencia, el radio OM 
se mueve al rededor de O en el plano del circulo, y cl 
ângulo AOM pasa sucesivamente por todos los valores, desde 
Oo à 3600, lo mismo que el arco correspondiente ; este ângulo 
es positivo ó negativo según la dirección que toma M. 
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VARIACIONES DEL SENO, DEL COSENO Y DE LA TANGENTE 


9. Seno. — Sea MP el seno de un arco AM ó del ángulo 
correspondiente AOM. Se considera el seno como positivo 
cuando se encuentra encima del diâmetro AA”, y negativo 
cuando está debajo. . 


Por consiguiente, el seno es positivo en los dos primeros 
cuadrantes, y negativo en los ótros dos. 


Cuando el punto movible M estâen A, el seno es igual 
à cero; si M se mueve en el sentido ABA'B, el seno MP va 
aumentando, y su valor es 1 cuando M llega à B; en seguida 
disminuye y es igual à M'P' cuando M está en M'; cuando M 
está en A', el seno es igual á 0. 


Siguiendo M su camino debajo de AA', el seno resulta 
negativo; al llegar M al punto M”, el 
valor del seno es — M"P”; es igual 
à — 1 cuando el móvil está en B'; 
luégo disminuye en valor absoluto y 
es igual à O cuando M vuelve à A. 


Por lo tanto, el seno puede variar 

entre —1 y +41, tomando todos 

' los valores comprendidos entre estos 
Fig. 5. dos limites. 





10. Coseno. — Sea OP (fig. 5) el coseno del arco AM ó 
del ângulo correspondiente AOM. Se ha convenido en consi- 
derar el coseno como positivo cuando resulta à la derecha 
del diâmetro BB', y como negativo cuando está à la izquierda. 


Por consiguiente, el coseno es positivo en los cuadrantes 
1º y 4º, y negativo en los ótros dos. 


Cuando el punto M está en A, el coseno es igual à 1. Al 
recorrer la circunferencia el punto M, el cosceno disminuye, 
y su valor es O cuando M llega à B; luégo cambia de signo, 
y aumenta en valor absoluto; vale — OP” cuando M s4 
halla en M',y —1 cuando M está en A”. 


Siguiendo M su camino, el coseno queda negativo y dis 
minuye en valor absoluto, hasta O cuando M está en B'; 
luego aumenta y se hace igual à 1 cuando M llega à A. 


LÍNEAS TRIGONOMÉTRICAS 199 - 


Asi pues, el coseno puede variar entre-— 1 y +-1 tomando 
todos los valores comprendidos entre estos dos limites. 


11. Tangente. — Sea AT la tangente del arco AM, 6 
del ângulo correspondiente AOM. Por convención, la tan- 
gente es positiva cuando el radio OM prolongado encuen- 
tra á TT' encima de AA', y negativa cuando la encuentra 
debajo. 


Luego, la tangente es positiva en los cuadrantes 1º y 30, 
y negativa en los ótros dos. 


Cuando el punto movible está en, A, la tangente es igual à 0; 
siguiendo M la dirección AMB..., la tangente aumenta hasta 
“-+oc, cuando M está en B; tan pronto como M pasa del 
punto B, la tangente se hace negativa y pasa sin transición 
de +oc à —coe, yen seguida se disminuye su valor 
absoluto; cuando M está en M', la tangente es — AT, y 
cuando llega à A”, la tangente es 0. 

Siguiendo su movimiento el punto M, la tangente cambia 
de signo y crece constantemente; su | 
valor es AT cuando el punto movible 
está en M,; luego aumenta hasta -+- oc 
cuando M está en B, y de repente pasa 
por segunda vez de oc à —oc; 
en: fin, se disminuye su valor absoluto 
hasto O cuando M vuelve à A. 


" Porlo tanto, la tangente puede variar 
entre +-oc y — oc, tomando todos los 
- valores posibles, positivos ó negativos. Fig. 6. 





12. Nota. — El seno, el coseno y la tangente son las 
lineas trigonométricas más importantes, las únicas que sean 
de uso frecuente. 


VARIACIONES DE LA COTANGENTE, DE LA SECANTE 
Y DE LA COSECANTE 


En vez de estudiar directamente las variaciones de estas 
lineas, como lo acabamos de hacer para el seno, el coseno 
y la tangente, emplearemos el procedimiento siguiente. 


13. Cotangente. — Sea el arco AM=a (fig. 7). Los 
triângulos TAO y SBO son semejantes, por ES al aa 
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y el ángulo TOA del úno es igual al ângulo BSO del ótro. 
Fuego se tiene : 


SB . OA o LSotga 4. 
OB — AT 1" tga? 





E . 1 
3 donde = —. 
' cotga ga 

Asi, la cctangente es lo inverso de la tangente. Por lo 
tanto, las variaciones de la cotangente dependen de las de la 
tngente. 


En la relación cotga= siendo invariable el 


tga ? 
numerador 1, el signo de la cotangente 
dependerá del de la tangente. Luego la 
cotangentc, asi como la tangente, scrá 
positiva en los cuadrantes 1º y 30, nega- 
tiva cn los cuadrantes 20 y 4o, 


Cuando la tangente aumenta, la cotan- 
gente disminuye, y cuando disminuye la 
tangente, la cotangente aumenta. Cuando 
la tangente es “Hoc, la cotangente 

Fig. 7. es O, y cuando la tangente es O, la cotan- 
grnte es + oc. Porlo tanto, la cotangente, asi como la 
tangente, puede tomar todos los valores posibles. 





14. Secante. — kn la fig. 7, los cd semejantes 
TÃO y MPO dan: 
OT OA ; Seca ; a 
OM "" OP 1º — cosa? 
de donde seca = gudoa 
cosa 


1 


Luego, la secante es lo inverso del coseno, y sus varias 
ciones dependen de las del coseno. 

El signo de la secante será el del coseno, por ser invariable 
el numerador 1. Por lo tanto, la secante será, asi como el 
coseno, positiva en los cuadrantes 1o y 4º, negativa en los 
ótros dos. 

Cuando el coseno aumenta, la secante disminuye, y cuando 


el coseno disminuye, la secante aumenta. Cuando el coseno 
es 1, la secante es también 1, y cuando el coseno es O, la 


secante es + 0C. 
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Variando el coseno entre —1 y 1 (no 40), no to- 
mará la secante ningún valor comprendido entre —1 y +, 


pues la relación será siempre mayor que 1. 


* cosa 


15. Cosecante. — En la fig. 7, los triângulos rectán- 
gulos semejantes SBO y MQO dan: 


OS BO ; coseca 4 


OM ” 006 MP vá 1 = sena '. 
de donde | cosec qa = - 1. 7 
sena 


Luego, la cosecante es lo inverso del seno, y sus varia- 
ciones dependen de las del seno. 


El signo de la cosecante es el mismo que el del seno, y 
como éste, será ella positiva en los cuadrantes 1º y 20, nega- 
tiva en los ótros dos. 


Cuando el seno aumenta, la cosecante disminuye, y cuando 
el seno disminuye, la cosecante aumenta. Cuando el seno 
es 1, la cosecante es también 1, y cuando el seno es O, la 
cosecante es + oc. 


Variando el seno entre —1 y +41 (no 9), no tendrá 
la cosecante ningún valor comprendido entre —1 y +, 
pues siempre será mayor que 1 la relación eta, 


16. Notas. — 1. En el cuadro siguiente, damos, en 
cuanto à los signos, el resumen de lo que antecede * 


4ºº Cuad*“ 2º Cuad“ 8" Cuad* 4º Cuad* 
a + + no o À 
mts -l- ja. 
o + no E = | 
17. — 11. De que cada ângulo de ui triangulo es sieio- 


pre menor que dos rectos, se infiere que : 


P q" 
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4º Los senos de los ángulos de un triângulo son siempre 
positivos ; 

2º Las tangentes y los cosenos son positivos para los angu- 
los agudos, y negativos para los ángulos obtusos. 


$ III. — Líneas trigonométricas de los arcos 
suplementarios. 


18. Arcos suplementarios. — Sea AM un arco cual- 
quiera ; tracemos MM' paralela al diâmetro AA", y resultará 
AM = AM. 

En este caso, el arco AMM' es el suplemento del arco 
AM, pues 

AM +- AMM' =-2 rectos. 

El seno de AM es MP, y M'P' el de 
AM". Estos senos son iguales y ticnen 
un mismo signo, | 

Elcoseno de AMesOP, y — OP' el 
de AMM'. Estos cosenos son iguales y 
tienen signo contrario. 

Fig. 8. La tangente de AM es AT, la de 
AMM' es — AT Estas dos tangentes son iguales y tienen 
signo contrario. 





19. Luego, dos arcos ô dos ángulos suplementarios 
tienen : 
14º Senos iguales con igual signo : 
“sen(180 — a) = sena; 
2Zo Cosenos iguales con signo contrario :. 
cos(180 — a) == — cosa; 
3º Tangentes iguales con signo contrario :' 
tg (180 — a) = — tga. 
De igual modo : 4º Las cotangentes serân iguales y ten- 
drán signo contrario : 


" cotg (180 — a) = — cotga; 
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92º Las secantes serán iguales con signo contrario : 
sec (180 — a)=— sec a.; 
3º Las cosecantes serán iguales con un mismo signo: 
cosec (180 — a) == cosec a. 





CAPÍTULO II 
FÓRMULAS TRIGONOMETRICAS 


| S$ I. — Relaciones entre las líneas 
trigonométricas. 


20. Entre las seis lineas trigonométricas de un mismo: 
arco, hay cinco distintas relaciones que son las fórmulas 
fundamentales de ia trigonometria. ' ; 


Sea a el ângulo AOM correspondiente alarco AM, tomado 
en el primer cuadrante (fig. 9). | 

4º El seno MP y el cuseno OP del ángulo a son los catetos 
dei triánguio rectângulo OPM. Tenemos pues : 

MP + 0Pº=0M?, 

ô sea sen?a + costa =. (4) 

% De la semejanza de los triângulos rectângulos TAO y 
MPO, se deduce : 





AT MP tga — sena . 
ÃO — Do “PA Ci qa 
sena 
de donde ga= a (2) 


3º De la semejanza de lôs mismos triângulos resulta 
también : 
OT OA ó sea seca se: 1 . 
OM ” OP” 1 TT cosa” 
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de donde seca A (3) 


cosa 


4º Los triângulos semejantes SBO 
y MQO dan también : 











SB MQ | 
BO” QO* 
ê 6 sea sega. — cosa ; 
Fig. 9. sena 
À cosa 
de donde cotga= da | (4) 
5º Por último, estos mismos triângulos dan : 
SO — BO coseca 4... 
MO = 00º é 1 TT sena” 
| 4 
de donde coseca = ——— (5) 


21. Nota. — Estas fórmulas, aunque halladas en el su- 
puesto de ser el arco positivo y menor que un enacrante 
son generales para todos los arcos. 


- Conocida que sea cualquiera de las lineas trigonométricas, 
valiêndose de las relaciones precedentes pueden encontrarse 
las ótras cinco. 


22. Teorema. — El seno de un arco ó del ângulo corres- 
pondiente es igual à la mitad de la cuerda que subtniende 
un arco doble. 


Sea MP (fig. 7 el seno del arco AM; prolonguémoslo 
hasta M'. El radio OA, perpendicular à MM, divide esta 
recta en dos partes iguales en el punto P; luego MP es la 
mitad de MM', esto es, de la cuerda que subtiende un arco 
doble del. dado AM. 


23. Aplicaciones. — Por medio del teorema anterior 
se puede calcular directamente cierto número de senos. 


4º El lado del exágono regular inscrito cn un circulo es 
igual al radio R 6 1, y subtiende un arco de 600; luego 
4 


4 “sen 300 = z 
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2º Ellado del cuadrado inscrito es igualá RyZ 6 v2, 
y subtiende un arco de 90º; luego 


sen 450 — E — 0,70710. 


3º El lado del triângulo equilátero inscrito es igual à 
Ry3, ó v3, y subtiende un arco de 1200; luego 


sen 600 — ga = 0,86602. 


4º El lado del decágono regular inscrito es igual à 


Rn ques QB 
Rqs-1) 6 8d) 


y subtiende un arco de 360 ; luego 


| (5 4) — 0,3090. 


24. ProBLEMA. Dado el seno del arco de 300, búsquese la 
longitud de las otras lineas trigonométricas del mismo. 


Elseno de 300es 5 6 05. 
4º La relación (5) da : 
cosec 300 — “sendo — 0 — * 
2º De la relación (1) senf a--+cos!a=-1, resulta : 


4 3 
cos? 300 = 4 — sen? 300 = 1 — a E 


desdondê cos 300 = VE Ea NB = 0,86602. 


3º La secante resulta de la relación (3) : 


— 2W3 4, 
sec 300 = em — = = “37 = 1,15470. 
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4º La relación (2) da para la tangente : 








| 
CA 1 v3 
2-1 os773. 
FER 
2 





NS 
cos30o 2 mo 
9 É 


$ II. — Adición y sustracción de arcos. 


25. Cálculo de sen (a + b) y de cos(a+ b), en 
función de los senos y cosenos de a y de b. 


“Sean los arcos AB=-a, BC=-b; tomemos BC'=BC, 
y tendremos : 
AC=atb y AG=a—b. 
Tracemos las rectas OB y CC"; bajemos 
GQ, BP, IL, G'Q' perpendiculares à OA, 
y tracemos IH y C'H' paralelas à OA. 





Los triângulos CIH, IC'H' son iguales; 
Fig. 10.  CH=IN, HI= HG = LQ', y resulta : 
sen (a + b)=— €CQ = IL+4-CH 

“sen(a-b)=CQ — IL—CH 
cos (a + b) = QO — OL— LQ=—= OL—IH 
cos(a— b)=Q'0O =OL+-LQ' =OL + IH 


(A) 


Ya conocemos BP=-sena, OP-=-cosa, CI=senb, 
OI=-cos b; calculemos IL, CH, OL y HI. 


Los triángulos rectângulos OBP y CIH son semejantes por 
tener los lados perpendiculares ; luego 


cl cH 1H: 
0B61 OP BP: 
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Comparando la primera razón sucesivamente con cada úna 
de las ótras dos, se tendrá : 
CH = OP x<CI = cosa send, 
IH = BP><CI=-sena senb, 
De la semejanza de los triângulos OBP y OIL, resulta 3 
OL O IL 
0B61”" OP” BP'* 


- Comparando la primera razón con las ótras dos, tendre- 
mos : 


OL — OP x OI = cosa cosb, 
IL=-BP>x<Ol=-sena cosb. 


Estos valores sustituídos en las reláciones (A), resultará : 


sen (a +- b) = sena cosb +- cosa senb, (6) 
sen (a — b) = sena cosb — cosa senb, . (7) 
cos (a + b) == cosa cosb — sena senb, (8) 
cos (a — b) = cosa cosb + sena senb.. (9) 


Estas relaciones, establecidas en el supuesto de que la 
suma y la diferencia de los arcos es menor que un cuadrante, 
son generales y ciertas, por lo tanto, para otro arco cual-. 
quiera. 


26. Aplicaciones. — Conociendo el seno y el coseno 
de 450, el seno y el coseno de 30º, calcular sen 750, cos 750, 
sen 150, cos 150. 


Tenemos : nan cosa = cos 450 = V2 


9: 4 EA, 
sen b = sen 300 == 3 cos b = cos30r = Ni, 
Las fórmulas (6), (7), (8) y (9) dan sucesivamente : 


sen (a + b) = sento SE e dE q E 2 x5= 
+ 2 —0,9659, 
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PER O É DO QD E DR 
sen(a — b) = sen 150 = 7X —q Xg= 


= N8 Vê 00588, 
cos (a +- b) = cos 750 — + — no x SE — v2 “5 X 7 = 
cd 


cos (a — b) == cos 150 = NE se NE 3 +Exi= 


ro 
= 8 +12... 0,9659. 


Nota. — Siendo complementarios los ángulos de 750 
y 150, se ve por quê el sen75o y el cos15º ticnen 
igual valor,y por qué el sen15o == cos75º. 


27. Cálculo de tg(a1-b) y de te(a—bd), en 
función de tga y de tgb. 


4º tg (a 4-b). Tenemos (fórmula 2): Ê 


— sen(a-+b 


En vez de sen(a/-b) y cos(a--b), pongamos sus 
valores (fórmulas 6 y 8): | 


sena cosb +- cosa sen b 
a + DS q e ii a iii 
( b) cosa cosb — sena senb * 


dividamos por cosacosb el numerador y denominador 
del segundo miembro : 


sena cosb dE cosa sen b 
tg(a + = cosa cosb cosa cos b 
cosa cosb sena cosb '* 
cosa cosb cosa cosb 
Eca sen > 
cosa cos 
6 sea q=bj= ==>" 
má te (a + b) sen a senb ? 








cosa cos b 
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| tga +tgb 
y por fin | ig(a tb q E (10) 


20 tg (a — b). Tenemos también: 


sen (a — b) 
cos (a — b) ' 


te(a — b) = 


En vez de sen(a—b) y cos(a—b), pongamos sus 
valores (fórmulas 7 y 9): 


is(a— b)= senacosb — cosa sen b . 
” cosacosb +-senasenb 


dividamos por cosacosb el numerador y denominador del 
segundo miembro, y simplifiquemos como antes; resultará : 


o tga—tgb | 
ga-b)=rigatgd R (11) 


28. Aplicaciones. — Conociendo las tangentes de 450 
y de 300, calcular las tangentes de 15º y 450. 


Sea tga=tgáso=1, y fgb=tg30= Ni (no 24) 
Las fórmulas (10) y (11) dan : 


4 43 3-+3 
tim Ep 
= 3S+ 3792; 
3-3 
o E | 
% tgla-betgio=>———— 8 8-8 0,080, 


Nota. — El valor encontrado para la tangente de 150 es lo 
inverso del que hemos hallado para la tangente de 750. En 
efecto, el ângulo de 15º es el complemento del ángulo de 
150; por lo tanto, la tangente de 15º es la cotangente de 150. 


N 
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$ III. — Multiplicación y División de arcos.. 


29. Cálculo de sen2a, cos2a y tg2a, en función 
de sena, cosa y tga. 
jo sen 2a. Si en la fórmula (6) 
sen(a + b) = sena cosb + cosa sen b, 
hacemos b=-a, resultará : 
sen2a = sena cosa + cosa sena, 
sen 2a = 2 sen a cos a. (12) 


2º cos 2a. En la fórmula (8) 
cos (a +- b) = cosa cos b — sen a sen b, 
hagamos b=a, 
cos Za == cos a cosa — sen a sen a, 
cos 2a = cos? a — sen* q, (13) 
3º tg 2a. En la fórmula (10), 
— Aga+tgb 


hagamos b=:a, resultará : 


 tgattga 
g 2a i—tgatga”? 
o 2tga 
é sca tg Za = l—tg'a* (14) 


30: Nota. — Siendo generales las fórmulas (12), (13) 
y (14), se verifican para cualquier valor que se considere. 


: a 
Si en cada úna ede ellas ponemos —- en vez de a, 
«o . 


resultará : 
sen q = 2 sen z cos x , (12 bis) 
cos a = cos? G— sen? % 5 (13 bis) 
a 
2tg g 


tga = UP a (14 bis) 
A 1—tg' 5 


: | 
FÓRMULAS TRIGONOMÉTRICAS 24 


31. Aplicaciones. — Conociendo el seno, el coseno y 


la tangente de 180, hallar el seno, el coseno yla tangente. 
de 360, 


Sea - gsen180=0,3090, 
cos 180 = 0,91, 
tg 180 = 0,3249. 


Apliquemos las fórmulas (12), (13) y (14), haciendo en 
“elas a=18: 


jo sen 360 — 2 sen1t8ºcos 180 
= 92><0,3090 << 0,9511 = 0,5878. 


Qo cos 360 — cos? 180 — sen? 180 
= 0,9511º — 0,3090º = 0,8090. 


9 tg 180 
3 tg 60 = q ão 


2 >< 0,3249 


— 4 — 0,3249* == 0,1265. 


32. Cálculo de sen 5 + COS 3 y tgy> 
función de cosa. 
4º sen F . La fórmula (1) puede escribirse : 
94 a 
cos! + sen? 5) = 


Sumemos ordenadamente esta fórmula con la fórmula 
(43 bis), y resultará : | 


N a « 
2senº 5 =1 — COS Q, 
6 sea sen? Ed — A—cosa | . 
4 4 , 


de donde sen E = + esa , (15) 
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2o cos. Tomemos las mismas fórmulas (1) y (13 bis), 
restémoslas ordenadamente y resultará : 


a | 
20085 — 1 +cosa, 


ó sea cost da = iteosa , 
de donde — cos g=+ VAEICA Tosta, ; (16) 


30 195 « Dividamos o fórmula (45) por la fórmula (16): 


1 — cosa 
kçã R E + Vicçee 





coa E + /Tfcsa” Ii 4 cosa. coa , 
sen 5 
pero E Cm =tg9 5 
Ra 
a. 1 — cosa 
luego tg E SE Ay Tcosa o (17) 


33. Aplicación. — Siendo el coseno de 18º igual á 
0,9511, búsquese el seno 9º, el cos 90 y la tangente 9o, 


4º La fórmula (15) da, haciendo a = 180: 


sen 9 — V ET dit — 0,9877, 


“92 De la fórmula (46) resulta : 


FolÓcE V ACM o Ases. 





30 La tangente de 9 será : ia == 0,1584. 
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CAPÍTULO III 


TABLAS TRIGONOMETRICAS 
DE LOGARITMOS* 


$ I. — Construcción de las tablas 
trigonométricas. 


x 
34. Nociones generales. — En las aplicaciones trigo- 
nométricas, preciso es conocer las lineas trigonométricas 
que corresponden à un arco dado, y reciprocamente. Los 
valores numéricos ó valores naturales de estas lineas pueden 
calcularse directamente; ya existen tablas que contienen 
dichos valores que corresponden à los arcos desde 0º á 450. 


| Inútil fuera calcular las lineas trigonométricas de los arcos 
mayores que 45º, puesto que desde este punto para arriba, 
cada úno de los arcos hasta 90º es el complemento de un - 
arco cuyas lineas trigonométricas ya se conocen. Asi el seno 
del arco de 58º es igual al coseno del arco de 320. 


En cuanto á los arcos mayores que 90º, sábese que, salvo 
los cambios de signos ya indicados (nº 19), sus lineas trigo- 
nomeétricas son iguales á las de los arcos del primer cuadrante. 


Pero, con el objeto de abreviar lo más posible la aplicación 
de las fórmulas trigonométricas, no se suele hacer uso de 
estas tablas, sino de ótras, llamadas ordinarias que, en vez 
de dar los valores naturales de las lineas trigonométricas, 
dan los logaritmos de estos valores. 


* Para la teorfa de los logaritmos y el uso de las tablas logarítmicas de 
los números ordinarios, véase Algebra, Parte IV. Aquí se tratará tan sólo 
de las tablas trigonométricas, y del cálculo trigonométrico por medio de 
cllas. . e 
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35. Tablas de los logaritmos de las funciones 
“trigonométricas. — Las tablas mayores, O tablas de 
CALLET. misitificadas por DuruIs, contienen los logaritmos, 
con sietce cecimales, de las lineas trigonométricas de 
los diferentes arcos desde 0º á 900, contados de 10' en 10”. 


Otras tablas, conocidas con el nombre de tablas menvres, 
ó tablas de LALANDE, contienen los logaritmos, con 5 decimales, 
de las lineas trigonométricas de los arcos Resde Oo à 909, con- 
tados de 1' en 1º. 


36. Las tablas contienen tan sóio los logsritmos de cuatro 
funciones trigonométricas, à saber : sen, cos, tg y cotg. Si 
se tuvieran que emplear los logaritmos de sec y vosec, se 
tomarian los cologaritmos del coseno y seno de la: mismas, 
pues la sec es lo inverso. del coseno, y la cosec lo inverso del 
seno (nos 44 y 15). 


Asi : "og sec 26020 = colog cos 26090, 
porque sec 26020! — EB 
y log cosec 31018' = colog sen 37918, 


E 
porque cosecS70%18 — sen STS * 


37. Las tablas contienen tan sólo los arcos comprendidos 
desde 0º á 45º, pues las lineas trigonométricas de un arco son 
iguales á las lineas trigonométricas de su arco complemen- 
“tario. 


Asi:  sená7o=cos4%, y tg 5244! =: cotg 37046". 
Una disposición particular dispensa de calcular previamente 


el ângulo complementario y facilita el leer directam.nte los 
logaritmos de los ângulos mayores que 45º. 


38. Disposición de lastablas. — Siendo esta disposición 
poco más ó fnenos la misma, vamos à indicar la de las tahlas 
publicadas por los HERMANOS DE LAS FSCUELAS CRISTIANAS. 


El arreglo de una página permite leer “n ella los logaritmos 
de 1..3 lineas de 30 arcos consecutivos de 1' en 1º; ocr ejem- 
plo desde 270 à 27030", *. desde 27030' á 280; y también de 
las lineas de los arcos complementarios mayores que 45º, 
por ejemplo, en la misma página, desde 62030' à 630, é .lrsde 


63» * Rp80. 
+ 
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Para los arcos menores que 45º, los arcos están seiialados 
en la parte superior de la página, y los minutos, desde O' à 
“30, en la primera columna de la izquierda. 


Para los arcos magyores que 450, los grados están en la 
parte inferior, y los minutos en la primera columna de la 
derecha. 


Las demás columnas contienen los logaritmos de los 
senos, tangentes, cotangentes y cosenos que corresponden á 
estos arcos. Cada úno de estos valores corresponde á dos 
arcos complementarios, contados, el primero, por la parte 
superior, y el segundo, por la parte inferior; por eso, en 
las columnas en que se lee seno, tangente, cotangente y 
coseno por la parte superior, se lee coseno, cotangente, tan- 

gente y seno en la inferior. 


Las diferencias entre cada dos logaritmos consecutivos 
ocupan las columnas sefialadas con la letra D; para la tan- 
gente y la cotangente, las diferencias son comunes y ocupan 
la columna sefialada con las letras D. G., abreviatura de dife- 
rencias comunes. 


El cálculo de las partes proporcionales se halla efectuado 
en la parte inferior de las páginas, empezando el arco de 5º. 


Nota. — Se ha utilizado el espacio que queda libre al pic de 
las cinco primeras páginas, colocando en él una Tabla con 
6 decimales de lineas trigonométricas naturales y de lonti- 
tudes de los arcos, en función del radio. Esta tabla llega 
hasta 100º, para manifestar que ciertas lineas se cambian en 
negativas desde 90º para arriba. 


$ II. — Uso de las tablas trigonométricas. 


39. Para el uso de las tablas de ' logaritmos de las 
lineas trigonométricas, se deben resolver los dos problemas 


* siguientes : 
4o Hallar el logaritmo de una linea trigonométrica 
correspondiente à un arco dado ; 


2º Dado el logaritmo de una linea trigonométrica, hallar 
el valor del arco correspondiente. 
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Antes de resolver estos problemas, recordemos sucinta- 
mente : 

4º Que dos arcos suplementarios tienen sus senos iguales 
y de idéntico signo, mientras que sus tangentes, cotangentes 
y cosenos son iguales y de signos contrarios; 

2 Que los senos y las tangentes, y por consiguiente sus 
logaritmos, van aumentando desde 00 à 90º, mientras que los 
cosenos y las cotangentes disminuyen desde 0º à 90º. 


! 


JALLAR EL LOGARITMO DE UNA LÍNEA TRIGONOMÉTRICA 
CORRESPONDIENTE Á UN ARCO DADO 


40. 4er Caso. — El arco sólo contiene grados , 
minutos. — Besta leer el logaritmo en lastablas. Asi, el 
logaritmo del seno 13024 es, página 80, 1,36502; el de la 
tangente 76º16' es, página 81, 0,611 92. 


41. 2º Caso. — El arco contiene segundos. — 
4º Sea de encontrar el log de la tg 40024'9". 


Se busca directamente, pág. 134, el log de la tg 40024, que 
dará 1,92996. La diferencia entre el log de la tg 40024' y el 
de la tg 40025' es + 26 unidades del quinto orden decimal. 

Al pie de la página, y en la columna vertical cuyo titulo 
es 26, se ve que la diferencia para 9” es 3,9, esto es, 4 
unidades del quinto orden ae, que es preciso afiadir 
à 1,929 96. 


Luego el log de la tg 40024'9' es 1,93000. 
2º Sea de encontrar el log del cos 81046'4%". 
Se halla, pág. 70, que el log del cos 81046' es 1,155 96. 


La diferencia entre el log del cos 81046' y el del cos 81047' 
es — 88 unidades dei quinto orden decimal. Al pie de la 
página, y en la columna vertical, título no 88, se encuentra 


que para 40" la diferencia es 58,7 
y para ad » 11,7 
por lo tanto, para 48” » será 70,4 


es decir 70 unidades del quinto orden decimal que se deben 
gustraer de 1,15596. 


Por consiguicnte, el log de cos 81046 48' es 1,15526. 
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DADO EL LOGARITMO DE UNA LÍNEA TRIGONOMÉTRICA, 
HALLAR EL VALOR DEL ARCO CORRESPONDIENTE 


42. 4er Caso. — El logaritmo se encuentra por 
entero en la tabla. — En este caso, se obtiene inmediate- 
mente el arco correspondiente. Asi, el arco correspondiente 
al log sen 1,630 79 es, pág. 104, 25018'; y elarco correspon- 
diente al log tg 0,31600 es, pág. 105, 64014”. 


Nota. — Para facilitar este trabajo, es preciso tener pre- 
sente, según se veen la tabla: 1º que los senos de los arcos 
mayorcs que 45º tienen sus logaritmes mayores que 
1,84949, y que los cosenos de estos mismos arcos tienen los 
suyos menores que 4,84949; 2º que las tangentes de los 
arcos mayores que 45º tienen sus logaritmos mayores que 0, 
y que las cotangentes de estos mismos arcos tienen los suyos 
menores que 0. . 


43. 20-Caso. — El logaritmo no está en las 
tablas. — 1o Sea de encontrar el arco correspondiente al 
log sen 1,90382. 


Siendo este log mayor que 1,849 49, el arco correspondiente 
es mayor que 450; es preciso fijarse en los titulos de la parte 
inferior de las páginas y buscar en la columna sefialada seno, 
los dos log que comprenden el log dado. 


Estos dos log son, pág. 127, 1,90377 y 1,90386; el primero 
corresponde al arco 53015, y el segundo al arco 53016'. La 
diferencia entre 1,90377 y 1,90386 es 9 unidades del quinto 
orden decimal, y la diferencia entre 1,90377 y el log dado 
1,90382 es 5. Hay que calcular los segundos que correspon- 
den à la diferencia 5. Al pie de la página, en la columna 9, 
se busca entre los números de la derecha el que se aproxima 
más, por defecto, à 5; se ve que es 4,5, correspondiente 
á 30”. La diferencia entre 5 y 4,5 es 0,5; este número 
corresponde à 3” que hay que ariadir á 30”. 


Luego, el arco pedido es de 53015'33”. 
2º Sea de encontrar el arco correspondiente al log cotg 
0,301 39. 


En vez de proceder como lo acabamos de hacer, y decir : 
siendo el log mayor que O, es preciso figarse en los titulos de 
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arriba de las páginas, etc., pueden buscarse en las columnas 
intituladas ya sea tg, ya cotg, los dos log que comprenden el 
log dado. Estos log son, pág. 107, 0,301 63 y 0,301 32. En la 
colurnna donde se hallan estos log, como el titulo cotg estã 
encima de la página, tomo el arco correspondiente al log 
0,301 63 que es el que más se acerca al título, y me da el 
arco de 26032'. La diferencia entre 0,301 63 y 0,30132 es — 34, 
y la diferencia entre 0,30163 y el log dado es — 24. Al pie 
de la página, en la columna 31, se busca entre los números 
de la derecha, el que más se aproxima, por defecto, à 24, v 
nos dará 20,7 correspondiente á 40"; la diferencia entre 24 
y 20,17 siendo 3,3, este número corresponde poco más ó 
menos á 6” que es preciso afiadir á 40”. 


El arco pedido es, pues, de 26º32'/46”. 


44. Nota. — Cuando las partes proporcionales para una 
diferencia tabular dada no están efectuadas, es porque ó esta 
diferencia está comprendida entre ótras dos que no difieren 
sino de dos unidades, ó porque pertenecen al log de arcos 
menores que 5º ó mayores que 85º. En el primer caso pueden 
calcularse las partes proporcionales sobre la diferencia que 
precede ó sobre la que sigue; en el segundo caso se calcula 
directamente por medio de una regla de tres, menos para los 
arcos menores que 3º ó mayores que 870. Para tales arcos se 
recurre à la tabla de la página 144, la cual contiene, de 
minuto en minuto, las líneas trigonométricas naturales, 
senos y tangentes de los arcos comprendidos entre Oo y 30, 
y por consiguiente de los cosenos y cotangentes de los 
arcos comprendidos entre 870 y 90º. 


1º Sea de encontrar el log de sen 0022 43". 


En la tabla, se halla que la longitud del seno de 0029! es 
0,006399, y la del seno de 0023', 0,006690; la diferencia 
entre estos dos números es 291 unidades del sexto orden 
decimal. 


Si para 60" la longitud del seno aumenta en 291 unidades, 


para 43" el aumento será Bia 6 sea 209 por exceso, 


que se deben afiadir à 0,006339. La longitud del seno de 
002243" es, pues, 0,006608. 


Siendo 3,82007 el log de 0,006608, el log de cos 0º22' 43" 
es á su vez 3,820 07. | 
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2º Búsquese el arco correspondiente al log tg 2,46856. 
El número correspondiente al log 2,46856 es 0,029414. El 
número que más se aproxima á 0,0294144, en la columna 
intitulada tg, pág. 144, es 0,029388 y corresponde al arco de 
40 41", La diferencia entre este número y el siguiente, 0,029 679 
es 291 unidades del sexto orden decimal, y la del número 
0,029388 con el número 0,029414 es 26. 


Si para 29M unidades hay en el arco un aumento de 60”, 


para 26 unidades el aumento será de Rita , 6 sea 5'36 


. que eg preciso afiadir á 1044'. 
El arco pedido es, por consiguiente, de 1041'5',36. 


do Búsquese el arco que corresponde al log tg 1,65048. 


- 'Busquemos el arco correspondiente à la cotangente. Siendo 
| la cotg lo inverso de la tg, el log de la cotg será 2,34952; es 
el colog de 1,65048. Elnúmero correspondiente á 9, 349 59 es 
0,0223692. En la columna intitulada cotg, se ve, pág. 144, que 
este número está cornprendido entre 0,022402 y 0, 0922 114, 
lo que da el'arco de 88043. La diferencia entre O 092402 y 
0,0221411 es — 291 unidades del sexto orden decimal, y la 
diferencia entre 0,022402 y 0,0223602 es — 40. 


Si por una diminución de 291 se tiene 60”, por una dimi- 


nuciôn de 40 se tendrá SERÃO, esto es 8',25, que se 
deben aiiadir à 88043'. 


El arco correspondiente al log tg 1,05048 es, pues, de 
88043 8,25. 


S$ III. — Transformaciones logaritmicas. 


45. No se pueden calcular directamente por medio de los 
Jogaritmos las fórmulas en que hay una suma 6 una diferencia. 
Cuando à estas fórmulas se les quiere aplicar el cálculo 
logaritmico, hay que transformarlas previamente en ótras 
"que tengan forma de producto. 


À continuación ponemos algunas de las transformaciones 
más usadas : 
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46. Transformación de senp+:senq. 


Se trata de transformar en un producto la suma 6 la 
diferencia de dos senos. 


Representemos por 2a el valor de pg, y por2bel 
de p—q, ósea: 
p+tqg=2a y p—qg=2b. (a) 
Sumemos y restemos ordenadamente estas igualdades, 
y resultará : 


| =atb y q=a-—s. 
Entonces seny a senq = sen (a — b) E sen (a — d) (b) 
y senp — seng=-sen(a — b) — sen (a — b) 
Teniendo en cuenta las fórmulas (6) y (7), las fórmulas 
(b) pueden escribirse : 
senp + seng =2sena cosb (o) 
senp — seng = 2cosasenb 


Pero las igualdades (a) dan : 
a=P+g y b =P A 
Sustituyendo estos valores en (c), tendremos : 


ds A PHS costa, (18) 





sen p — senq = 2cos p + q send, (19) 


47. Transformación de cosp+ cosq. 
Por medio de un raciocinio análogo al precedente, encon- 
traremos : 


p=at-b y gq=a—b. (d) 
Entonces cosp-;-cosq=-cos(a +4-b) + cos (a - — b), 
cosp — cosq=cos(a +-b) — cos(a — b), 


Teniendo en cuenta las fórmulas (8) y (9), podremos 
escribir : | 


cosp +-cosq=-2cosacosb, (e). 
cosp — cosq=- —2senasenb, 
ô cosq — cosp = 2senasenb,  (f) 
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De las fórmulas (d) resulta : 


prq y b=P51. 





4 
Sustituyamos estos valores en las ecuaciones (e)y (f): 


pés Cone (20) 





/ cos p +-cosq =2 cos ) 


cos q — cos p= 2sen PM sen PL, (21) 


APLICACIONES 


sen 46º +- sen 27º = 2 sen 36030' cos 9030”. 
sen 460 — sen 270 = 2 cos 36º30' sen 9o 30”. 
cos 46º +- cos 270 = 2 cos 36º 30' cos 9030". 

cos 27º — cos 46º — 2 sen 36º30' sen 9º30'. 


48. Transformación de Sen p + sen q E 
sen p — sen q 

Las fórmulas (18) y (49) dan : 

9 sen p+g cos La 











senp |-seng | 
Sen p= Sena. 2cosP [4 senP4 
, p+g P=4 
boca Senpseng 28 Ta cosa 
senp— SM] aços? pis sen PT 2. 
| tg (p+Q) 
genta  feptng 4. (22) 
sen p — senq tg 5 (P—9) 


49. Transformación de tgattgo. 


Tenemos, fórmula (2) : 
sena , sen se 
ig o tg b— Sena — cos 
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reduzcamos à un mismo denominador los dos términos del 


segundo miembro : | 

| sen a cosb + cosa senb 

tgattgb=>""""1""—. 
cosa cos bd 


Pero el numerador es la expresión de sen a + sen b, fór- 


mulas (6) y (7); N 
luego tg a tg b— Sa so (23) 


50. Transformación de i+-sena; 1+tcosa; ittga. 


Para transformar estas expresiones, basta sustituir 1 con 
sen 90º, cos 0º 6 tg 450, y aplicar las fórmulas arriba verifi- 


cadas. 


Asi: 
404 4- sena=sen 900 +- sen a=2sen rs cos da , 





4 — sen a =-sen90º — sen a=2cos ate senfêcs, 


1 





90 1+cosa=cos0º + cosa=2cos!5, 


1 — cosa =cos0o — cosa = 2 sen*.. 


— sen(45º +a) 
* A fo-go vosloresa * 


ó, siendo cos 450 = saio 


Rap sen (450 + a) 2 


cos à 


- APLICACIONES 


51. 10 Calcúlese sen 78º menos sen 360, 
En la fórmula (19), hagamos pp = 780 Y q = 300, 
a sen 780 — sen 360 == 2 cos 57º sen 921º, 
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Calculemos por logaritmos : 
“10g 2=0,30108, 
log cos 570 =1,73611, 
log sen 210 —1,55433, 
log (sen 780 — sen 360) = 1,59147 ... 0,39036 ("). 
Zo Calcúlese cos 55º más cos 39º. 
En la fórmula (20), hagamos p=-55, q= 32º, 
cos 55º -+ cos 320 = 2 cos 43030 cos 11030, 
log 2 = 0,30103, 
log cos 43030' = 1,86056, 
log cos 11030 = 1,99119. 
log (cos 550 + cos 320) = 0,15278 ... 1,4216. 
30 Calcúlese tg 540 más tg 220. 


La fórmula (23) da : 
sen 760 


dida li fd cos 54º cos 220 * 
log sen 76º = 1,98690, 
(**) colog cos 54º = 0,23078, 
colog cos 22º = 0,03283. 
log (tg 540 + tg 225) = 0,25051 ... 1,7804. 


ão Calcúlese 1 sen 400. 
Ya sabemos que sen900=1; porlotanto puede enun- - 
ciarse el problema del modo siguiente : 
Calcúlese sen 90º más sen 400. 
La fórmula (18) da, sustituyendo p y q con 900 y 400: 
4 + sen 400 = 2 sen 65º cos 25º. o 





(”) Este número es el que corresponde al log 1.547; á continuación, 
seguiremos escríblendo de la misma manera los resultados obtenidos. 

(*) Para el uso de los cologaritmos, véase Algebra, Parte IVº, nºº 190, 194. 
Téngase prescnte que siendo la cotangente lo inverso de la tangente, e 
logaritmo de una tangente tiene por cologaritmo el logaritmo de la cotan- 
gente, y reciprocamente. 
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Siendo complementarios los ângulos de 65º y 2, 
sen 65º =: cos 250; luego ' 


1 + sen 400 = 9 sen? 650, 
log 2= 0,301 08, 
log sen 650 = 1,957928, 
id. = 1,95798, 
log (1 +- sen 400) = 0,21559 ... 1,648, 
do Busquese el valor del ángulo a que corresponde á la 


relación secta — 92. 


Siendo la secante lo inverso del coseno (no 15), tenemos: 


4 T 
de donde cos! a = 7 Y cosa = zo 
log 0,5 =1,69897, 


log cosa — 108 2,9 «o 1,84948 ... 450, 


6º Búsquese un ângulo tal, que la suma de su seno y de 
su coseno sea 1,15. 


Tenemos : sen a + cos a.= 1,15. 
Elevemos al cuadrado : 
senta + cos?a +- 2 sena cos a = 1,3225, 


Ahora bien sen*a +- costa — 1 
y 2sen a cos a = sen2a (no 29, 10), 
luego 1 + sen2a = 1,3295, R 


sen 2a = 0,3225. 
log sen 2a = log 0,3225 — 1,50853 ... 180 48 54"; 
de donde a =9º 94 97". 


to Búsquese los valores de x que cumplan la condición de 
la ecuación cos2x + 3senx — 20, 
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Tenemos (fórmula 43) : | 
cos 2x = costa — senta, 
pero cos'y =1 — sentx; 
la ecuación dada se convierte en 
1 —2sen'x|-3senyg — 20, 
ó sea 2sentz — 3seng +4+-1=0. 


Esta ecuación trigonomeétrica de segundo grado se resuelve 
como una ecuación ordinaria, siendo la incógnita sen x. 


Luego sen x = dtypê, 


las dos raices son : 
— seng'=1 s de donde x'=900, 
y sen x” =53 de donde x” = 300, 


Los ângulos de 90º y 30º cumplen la condición de la ecua- 
ción, como puede comprobarse : 


4o Para w=90, 271800, 
cos 1800 = — 4, 3sen900=3, 
y resulta la identidad 
—14+3-2=0. 
2º Para 2300, 27= 600; 
| cos 600 = 5, 3sen 30º = Ea 
y Encio la identidad 


T+H5—2=0. 
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“CAPÍTULO IV 


RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 


$ 1. — Relación entre los elementos de un 
triângulo. 


92. Teorema. — La proyección de una recta sobre ótra 
es igual al producto -de la primera por el coseno del ángulo 
que forma con la segunda. 

Sea AB la recta que se ha 
de proyectar sobre OX,y A el 
ângulo que forma con OX. 


Tracemos Ab' paralela á 
OX; esta paralela Ab” es 
igual à la proyección ab de 
la recta. 
Tenemos - por definición 
(nº 4) : 





Fig. 14. 


| COSA = Ena 
de donde Ab' == ABcosA. 


53. Teorema. — En todo triângulo rectángulo, cada 


cateto es igual al producto de la hipotenusa por el seno dei 
ángulo opuesto á este cateto, ó por el 


x " coseno del ángulo adyacente al mismo. 
x Sea el triângulo ABG. | 
io Por definición (no 3), tenemos : 
ie | AC b 

a rE 2 senB= Gr =" 


Fig 2. de donde b= a seu B. 
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Pero el ângulo G es el complemento del ángulo B; luego 
(no 4) 
sen B = cosG, 
y tenemos también : b=acosC. 
Del mismo modo se demostraria que 


c=asent 6 c=acosB. 


54. Teorema. — En todo triângulo rectângulo, cada 
cateto es igual al producto del ótro por c 
la tangente del ângulo opuesto alcateto 
buscado, ó por la cotangente del ângulo 


adyacente. i 
Sea el triângulo ABC. B - K 
' Por definición (no 3), tenemos : Fig. 19. 


gB= 45 =2, de donde b=ctgB. 


Siendo el ángulo G complemento del ángulo B, 
tg B=- cotgC, 
tenemos también : b= ccotgC. 


Del propio modo demostrariamos que 
cx=btgG ó c=bcrotgB. 


55. Teorema. — En cualquier triângulo, los senos de 
los ángulos son entre st como los lados opuestos á estos 
ângulos. | 


, 


Sea ABG un triângulo cualquiera. 


Tracemos CD perpendicular à AB; los 
dos triângulos rectângulos ACD, BCD |, 
dan (no 53) : 


CD = bsenA, - (1) 
CD == asenB; (2) A” D B 
de donde bsenA=asenB. Fig. 14. 


Dividamos ambos miembros por ab; simplificand», ten- 
dremos : 


sen A 'senB, 


a ob 
Siendo exacta la relación para dos ángulos cualesquiera 
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y sus lados opuestos, lo será también para los tres ángulos; 
por lo tanto | 


96. Teorema. — El área de un triângulo cualquiera es 
igual al semiproducto de dos lados por el seno del PRnguo 
comprendido. 


Llamando S esta superficie, tendremos (fig. 14): 


S= cx e, pero CD=bsenA, 





luego 


cb sen A 
8—— E RR 


Nota. — Cuando el ângulo A es recto, sen A=-1; en- 
tonces la fórmula anterior se convierte en la siguiente : 


s= po 


54. Teorema. — En todo triângulo, el cuadrado de un 


— lado cualquiera es igual à la suma de los cuadrados de los 


otros dos lados, menos dos veces el producto de estos lados 
por el coseno del ângulo comprendido. 


Tracemos CD perpendicular à AB. 
1o Si el ângulo À es agudo (fig. 15), tenemos, según un 
teorema de geometria : 
| = LS <AD; 
pero . AD = b cos A (no 52), 
luego q*=b!|-c*— 2bccosA. 





Fig. 45. Fig. 16. 


2º Si el ângulo A es obtuso (fig. 16), tenemos también : 
a=b:|-c'|;-2c><AD y AD=-bcos GAL. 
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Pero CAD es el suplemento del ângulo CAB ó A; luego 
cos CAD == — cos À (nº18) y AD=— bcosA, 
luego -  =b!Ic— bc cos À 
Nota. — Cuando el ângulo À es recto, cos À = 0, y la 
fórmula se convierte en la siguiente : 
q? =b' 1d, 


$ II. Rr Resolución de los triângulos 
rectánguilos. 


58. En los triângulos rectângulos se conoce siempre el 
ângulo recto; bastan, pues, dos de los cinco ciementos - 
restantes, para calcular los ótros tres. Cuatro cusos pueden 
ocurrir, según se dé : | fa 

1º La hipotenusa y un ángulo agudo; 
“2º La hipotenusa y un cateto; 

"3º Un cateto y un ângulo agudo ; 
ão Los dos catetos. 


Se suelen designar por A, B,G, los ângulos de un trián- 
gulo rectângulo, y por a, b, c, los lados respecti mente 
opuestos, designando A el ângulo recto y a la hipotenusa. 


99. der Caso. — Resolver un triângulo rectângulo cono- 
ciendo la hipotenusa a y un ângulo agudo B. 


Siendo el ángulo G el complemento del 
ângulo B, tenemos : 


- €=90 — B. 


Valiêndonos del teorema (nº 53), encon- 
traremos los catetos. En efecto, 


b=-asenB, y c=acosB. | Fig. 9. 


t 





60. 2º Caso. — Resolver un triângulo rectângulo, cono- 
ciendo la hpotenusa a y el cateto b. 


Por definición (nº 3), tenemos : 


b 
sen B= q = 08 C, 
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tenemos también : d=a!—-b!=(a--b) (a— db); 


de donde co uv(aJb)(a—b). 
61. 3er Caso. — Resolver un triângulo rectângulo, 


conociendo el cateto.b y el ángulo B ó el ángulo G. | 

Sea B el ângulo dado; el ângulo G, su complemento, 
será : €C=90 — B, 

b | b 
Tenemos eo B= o ae donde a=- snB 
Del teoren:a (no'54) Sé deduté que 
c=—bcotgB. 

62. 4º Caso. — Resolver un triângulo rectângulo, 
. conuciendo los catetos by cy el ângulo recto. 

La hipotenusa a=vybi4c, 
y la fórmula (no 54) da : 


tg B=-cotg C— - . 
63. Aplicaciones. — Por medio de datos numéricos, 


vamos à resolver cuatro triângulos rectângulos relativos á 
los cuatro casos que acabamos de estudiar. 


c A = 9), 
p | 4er Caso. Datos .+ a = 645m, 
B = 40016, 
O 0=90 —B=:900 — 40016 49044, 
Fig. 18. 
Cálculo de b. Cálculo de c. 
b—asenB, c=acosB, 
log a = 2,80956, log a = 2,809 56, 
“log senB=1,81047, log cosB=-1,88255, 
* logb=2,62003, log c= 2,69211, 
b= 416m,9.  c=492mA7, 
| E A=9Wo, 
2º Caso. Datos . a =431m,5, 
| | b=186m5. 
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Cálculo de B y de €C. 
sen B= cos G= a ; 
log b = 2,27068, 
log a = 2,64098, 
log sen B = 1,62970, 
B=— 925013'56', 
 C=64 484", 


8er Caso. | Datos 


| Cálculo de c. 
e=v(cFyao, 
co (02452951, 

“log 624 2,79518, 
“log 251 = 2,89967, 


5,19485, 
la mitad — 2,5974893. 
e=3950,75. 


: A=90º, 


B=— 650446", 
b = 464m,5, 


G = 900 — 650 44' 8" — 924045 54", 


Cálculo de a. 
b 
Mu sen B 


log b=2,66699, 
log sen B=-1,95983, 


log a = 2,70716, 
a = 509m 5. 


4º Caso. Datos 
úálculo de B y de GC. 


tg B=— cotg G =: 


, 


o/o 


log b = 2,27715, 
log c — 2,22917, 





log tg B = 0,04798, 
B=— 4809' 31", 
GC = 4105029". 


de donde Q= b 


| Cálculo de e. 
“c=b cotg B, 
log b = 2,66699, 
log cotg B = 1,65397, ! 


log c = 2,32096, 


c = 209m, 4, 
À = 900, é 
b —189m,3, 
6 =169m5, 


Cálculo de a. 
a=ybi fe, 
ó más sencillamente, 
senB= 4 ao? 
a 
senBº 
log b = 2,271 15, 
log sen B=1,87215, 
log a = 2,40500, 
a = 254m 1, 
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$ III. — Resolución de triângulos cualesquiera. 


Pueden ocurrir cuatro casos, según se conozca : 

4º Un lado y dos ângulos ; 

2º Dos lados y el ângulo opuesto à úno de ellos; 
o Dos lados y el ângulo comprendido ; 

4º Los tres lados. 


64. 4er Caso. — Resolver un triângulo, conociendo un ' 
tado cy los dos ângulos A y B. | 


c Tenemos CG = 1800 — (A +- B). 


Además (no 55), 
sb ER AR ER 
e senG ” senA  senB' 
as B Comparemos la primera razón con 
cada úna de las ótras dos : 
Fig. 19. 
— csen À — csenB 
Ê — senB º” ” senG 
La superficie resultará de la fórmula (no 56): 
Ss— be sen À 
E 
Sustituyamos el valorde b : 
S = c'sen À sen B , 
Ei 2sen º 
Nota. — Guando A=-B, la fórmula se converte en la 


siguiente : | 
| S— c* sen? À (a) 
— Qsená * 
- 65. 2º Caso. — Resolver un triângulo, conociendo dos 
tados a yb, y el ângulo A opuesto à úno de ellos. 


c Para encontrar el ángulo B, se 
escribe : 
senB  senA 
bb Ta? 
b sen À. 


de donde sen B=- a 


El valor del tercer ângulo será : 
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C=4180º — (A +B). * 


Por fin, el valor del lado c resultará de la fórmula 


d 
C 


ER DEP 
sen CG  senAÃ”? 


a sen G 


pues . c= na 





66. Discusión. — Hemos hallado : 


bsenaA 


(a) 


nb 


Para que sea posible el problema, hemos de tener * 


“bsenA. sen à 


E —14 6 ———— <1, 


pues el seno no puede ser mayor que 1 (nº 9). 


Si tenemos b — Â 





== 1, el ângulo B = 900 y eltriângulo 


resulta rectângulo. Reemplacemos sen B con 1, y la fórmula 
(a) se convertirá en | 


& lee den A , de donde a=bsenaA, 


entonces a es la perpendicular CD (nº 65). 


' bsen À 
a 


Si tenemos <A, hay dos valores para el 


ângulo, el uno B' menor que 90º, el ótro B” mayor que 90º ; 
el valor del ângulo G será : 
4800 — (AJ-B) 6 180— (A+B'). 
Veamos ahora si siempre se pueden admitir estas dos 
soluciones. 


1o El ângulo dado À es recto à obtuso. Entonces no con- 
viene el ángulo B” por ser él mismo obtuso, ya que la suma 
"+ B” esmayor que 1800. 


Para que sea conveniente el ângulo agudo, B', debe 
resultar : 


A+ B'< 1800; de donde B'< 1800 — A, 
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pero sen (1800 — À)=: sen A (no 19), y la desigualdad pre- 
cedente se convierte en 

sen B'< sen A. , 


b sen A 
a 


Sustituyamos el valor de sen B', » Y tendremos 


d sen À <senaA; de dande b<a. 


Por lo tanto, cuando el ângulo dado A es recto ú obtuso, 
no hay más que una solución, un solo triângulo, y a debe 
ser mayor que 6. 


2º El ângulo dado A es agudo. En este caso el ângulo 
agudo B' conviene siempre, pues se tiene evidentemente : 


A + B' < 1800, 
El ângulo obtuso B” convendrá sólo cuando se tenga : 
A +Bº<180º; de donde A << 180 — B”, 


pero sen(1800 — B”) ='sen B” (no a la desigualdad 
precedente se convierte en 


sen A <sen B”.' 


Sustituyamos el valor de sen B”, deem à, y tendremos : 
senÃ<L]. —— — é sem à s de donde a<b. 


Por lo tanto, Ras es agudo el ángulo A,el problema 
tiene dos soluciones ô sólo una, según el lado opaesto à A 
sea menor ó mayor que el lado adyacente. 


Claro está que cuando a=-b, las dos soluciones se 
reducen á una sola, y el triângulo es fsósceles. 


67. 3er Caso. — Resolver un triângulo, conociendo 
los lados a y b, y el ângulo comprendido CG. =. 


La suma AB de los ángulos que han de buscarse 
es igual àá 1800 — C; la semisuma de estos ângulos será 


EA so B). Busquemos la semidiferencia. 
Sumando y restando los numeradores y los denaminadores 
la. 
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E b | Guga 
de la relació e a as s sucessivamente: 
relación A =sm0B' tendremos sucesiva 


a-b q 
sen Al-senB senAÃ* 


a—b E. MA 
-D sen À — sen B sen À? 
de donde — astro | q—b 


senÃ |senB sen À — sen Bº?. 


é invirtiendo lós medios, 


at-b. sen À +- sen B | 
a—b sen — sen B -. 


Pero en la fórmula (22) tenemos, haciendo p = A, y q=B: 


E í 
sen A -t+-senB' | te q (A + B) ; 
sen À — sen SAP R 2 





= ' 
o 
4 
ab tg 5 (A+ B) Re dra 
luego DC TI 
| 4 DM SU 
de donde tg 5 (A—B)= E GA +B.:, 


 “Conociendo SA +B) y A -— B); se sacará fácil- 
«mente el valor de A y de B. Luego se calçulará €. por medio 


de la fórmula E. | | 


"+ A a sen G 
Cc=— ——; de donde c— : 
senG  senÃ Sw senÃ 





5 
Ed 


68. 4º Caso. — Resolver un triângulo ) conociendo los 
tres lados a, b, c. : 


Tenemos (no 57): a*=- ba +e- 9BecohA, “. 


| SLicd—as | 
de donde cos À = Etta se (a) 
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. Del | propio 1 modo encontrariamos : - 


- ME PRE 
cos B —- EE 


e 2ge:... 


Cf a 
dnte “= 2a 


No se pueden: calcular Por, logaritmos; estas fórmulas. 
Para que sea posible este. cálculo, se procede como lo 
vamos à indicat à -continuación. : Pa 


Afiadamos' 1 á ambos miembros de la ecúación (a)s 


4 ad + Ae ab oa o it aii 3 


tibps dio NI Sã 





“ reduzcamos à un mismo fundo a dos términos del 
segundo miembro : 


a “Aos A= Aberto —a?: eia Pos d 


2bc | : 
tpeosA= Ctofa | 


6 jane bretalbte-a) 


Restemos de 1 dmbos' miembros de la ecuación (a) 
b? + c? - RA “ai 





= gandd o be 
coa Lbe—bt—dtLa? abc) 
4 208 À == CO Obe dbc 


dia dido etimolato-b, 


 Designemos por 2p el RESRARENO É tritgulo, Re eseribe 
mos : 


fede nas 
de donde atb-c=2p-—2c, ôsea Ap—c), 
ate—b= 2p — 2b, ô sea Xp — b),, 
btc—-a=9p-—9%, ó sea Ap—a). 


Luego 4 + eos A == dpocdp— a) 


1 2. 


A posa= po 
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vo. 4— cosA= Hp Dip—o), Ev) 


Dividamos ordenadamente la ecuación (2) por la ecua- 
ción (1), y simplifiquemos : | 


i—cosA - (p—b)(p—c) 
1 +cosA plp—a) * 


Extraigamos la raiz cuadrada, teniendo presente que la raiz 
cuadrada del primer miembro es tg E A (fórmula 47): 
4 o p=5(p=— c) Ê 
E qA=y/ pp—a) 


del propio modo hallariamos : 
(p—a 


1 n— 
tg q B= p(p—b) 
Ac /p-)(p—d) 
tg q 0=/ p(p— o). 


69. Nota. — La superficie del triângulo tiene por expre- 
sión :. 


S— bc sen À 


= 2 
Pero (según la fórmula 12 bis) sen A =2sen > À cos > A, 
luego S=besen q Acos SA. E: 


Tomemos de nuevo:las ecuaciones (1) y (2): 


14 cos A = SP a), (4) 
4 a cos A = Hp—b) (pe) ; (5) 


Pero (no 32, 20) Aros A = cos? E A, 


DA 


de donde 4 + cos A =2 cos? z 


Asimísmo (no 32, 40) “CSA en Ã a, 


de donde | 1—cosA=2 sent q A. 
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En vezde 1 -4-cosAÃy 1 —cosÃ, pongamos sus valores, 
ecuaciones (4) y (5): 


cos? 5 A= Hp e) E 
de donde | Ee q A= 2 pipe 
sent 5 = e-b(p-, b)(p—e 
de donde sen A A = ED IED] p 


Sustituyendo en la fórmula (3) el valor de sen 3 A 


Y cos > A, tendremos : 


E p—-)(p—b)(p—c 

s=tey/ Pre, 
s=/Mp—-)(p—-D(p—o). 

70. Aplicaciones. —- Con datos numéricos vamos á 


resolver cuatro triângulos que se refieren á los cuatro casos 
que acabamos de estudiar. 


a = 685m,4, 
4er Caso. Datos B = 64016, 
C = 480 44º, 
A = 180º — (64º 16' | 480 44") — 670, 
Cálculo de b. | Cálculo de ce. 
esa asenB fis aseunG 
 senA — .senA 
log a = 2,83594, log a = 2,83594, 
log sen B=—1,95464, log sen G=1,87601, 
colog sen A = 0,03597, colog sen A = 0,03597, 
log b = 2,82655, log c=2,74192, 


o = 670m,7. | c= 559m,6. 
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2 e 
Cálculo de la superficie 8 = STA sen 5 sen l ; 

2 log a=5,67188, 

log sen B==1,95464, 

log sen €=1,87601, 

colog sen A = 0,03597, 

colog 2 = 1,69897, 


log S = 5,29747, 
8 — 172772 metros cuadrados. 


a =— 82m,6, 
2º Caso. Datos b = 115, 
A = 28º 4' 145". 


Siendo agudo el ângulo A, y a menor que b, tendremos 
dos soluciones (nº 66,20). 


Cálculo de B sen B= sen A Ê 


log b = 2,06070, 
log senA =1,67262, 
colog a ==2,08302, 





T,81634. 
Los ângulos correspondientes al log 1,81634 son: 
B' = 40055' 51" B' = 1390 4' 9", 
de donde €C' = 110059' 54" C' — 192º54' 36". 
Cálculo de e — sent 
4ra Soluyción. - 2º Solución. 
log a = 1,91698 -1,91698, 
log sen C=1,97016 1,34747, 
colog sen À = 0,32738 0,32738, 
log e = 2,214592 HAS 


c=-163m,88 6 89m,07. 
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Cálculo de la superficie S= sb sen 6 é 
log a = 1,91698 | 1,91698, 
log b = 2,06070 | 2,06070, 
log sen G=—1,97016 ; 1,34747, 
colog2=1,69897 1,69897, 
log S = 3,64681 3,02412, 
S = 4434m3 4 ó 1057ma,2, 
a==110m,8, 
Ser Caso. Datos b=95,7, 
C = 480 16' 20". 
a +- b = 206,5, 
a—b=15,, 


Cálculos preliminares. 
S(A+B)=65051'50". 


Cálculo de > (A — Ex 
4 gia 
e G(A-B)= ESA tg SA+B) 
log (a — b) =1,17898, 
log tg 5 (A + B) = 0,34864, 
colog (ab) = 5,68508, 


log tg 3 tita B) = 1,21270.. Bo 467; 


entonces A==65051'50" 4-9016'7' = 750757", 
B = 65º 51' 50" — 90146' 7"! = 560 so 43". 
à 
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Cálculo de c. Cálculo de la superficie. 
a sen G ne == ab sen 
” senA ' 2 | 
log a= 2,04454, log a =— 2,04454, 


log b = 1,980M, 


log sen G=1,81931, 
log. sen C=1,81931,' 


colog sen A = 0,01479, colog 2 = 1,69897, 
— loge=1,87864, log S = 3,54373, 
€=7 50,69. . S=—8497m*,92. 
| a = 164m,5, 
4º Caso. : Datos b=136m,8, 
| c=115m,3, 
M6m,6. 


p=208,8, 
p—a=43,8, 
p—b=T71,5, 
p—-c=93. 


Cálculos preliminares. 


Cálculo de A. 
cy EO. 
Jog (p — db) =1,85431, 
log (p — c) = 1,96848, 
colog p =-3,68131, 
colog (p — a) = 2,35853, 


Cálculo de B. 


cap-V Eça + 
Jog (p — a) =1,64147, 
log (p — c) = 1,96848, 

colog p =3,131, 

colog (p — b) = 2,14569, 


1,86263, 1,43695, 
la mitad = 1,93132, la mitad =1,71848, 
3 A=4009947", B= 27036 29”, 


Of md 


A = 80058 34”. B= 5501258". . 
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Cálenlo de GC. Cálculo de la superficie. 


ig do=y cap 6 |S=vplp—a(p—D)lp— o); 
2 p(p — 3) — lgp=28i869, 


SR log (p — a) =1,64147, 
dog (p— b)=1, log (p — b) = 1,85481, 
colog p = 3,6068131, | 1.96848 
volog (p — e) =2,08152, pe 
1,20861, 7,1718295, 
la mitad —— 1,604931 Ei la mitad == 3,891 48, 
id mº 
S0=2054 14, dicas 
C — 430 48' 28". 
PROBLEMAS 


74. 40 4 Cuál esel radio de un circulo en el que una 
cuerda de 18,40 subtiende un arco de 4816 9 


El ângulo central AOG = 2408'; el triângulo rectângulo 
AOD da: : 


sen AOD E ; 


ó sea sen 2408 — e : 
| N 
o 9. 
N | de donde R=—- “sen 940 8" “ 
log 9,20 — 0,96379, 
colog sen 2408' — 0,38842, 
0 log R = 1,35221... 22m,50. 


Fig. 21. R = 220,50. 
2º Conociendo una cuerda AB=- 46 metros, y su sagita 
CD=7m., calcilese el arco subtendido por esta euerda. 


El àngulo COB (fig 21) es el duplo del ângulo CAB, pues el 
primcro tiene por medida el arco CB, y el segundo la mitad 
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del mismo. Luego el ángulo AOB es cuádruplo del 
ângulo CAB. | 
En el triângulo rectângulo CAD, tenemos :' 
CD 1 Fo 
tg CAD — AD mma o . 
— Jog7=0,84510, 
colog 23 = 2,63827, 





log tg CAD = 1,48337... 16055! 96"; 
luego CAD = 16055' 36" 
y : — AOB=67º 4224". 


3% Resolver un triângulo isósceles, conociendo, la base 
de 148 metros, y el ângulo del vértice de 24º8. 


Ângulo C=D= 5 (180 — 2408) = 71058, 


A 
Tenemos: sen E: A = : 






ó sea | sen 1204 = 1, 


“nes ones dadas Ca... 


74 
de donde AG=— “sen 190 4º R 
2 j l D 
La superficie será gs Sendo, 5 
Fig. 22. 
Cálculo de AG. Cálculo de la superficie. 
log 74 = 1,86923, | 2 log AG = 5,09796, 
colog sen 12º 4' = 0,67975, log sen 240º 8' — 1,61158, 
log AC=2,54898, colog 2 = 1,69897, 
AG = 335m,98. log S = 4,40851 
S = 25616mº, 


4º Calcúlese el radio de un circulo, sabiendo que dos tan- 
gentes que parten desde un punto situado à 5) metros de 
la circunferencia comprenden un ángulo de ibo 
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p. —  - Eneltriángulo PAO, tenemos: . 
sen E q =P Op Sa 
Da E : 
RO = dad 
-Rsen8o +50 sen 8 — R, 
— R— - R sen 86 — 50 sen 80, 
meo de donde  R= Te seno 


En la fórmula (19), haciendo 1 =90, y poniendo en vez 
de p y de q sus valores, 900-y 80, tendremos : 


4 —-: sen 8º = 9 cos 49 sen 410; 


pero nisso. 4994-480 = 900, 

por lo tanto:  -cos49º = sen 410,: 

y resultará: c.. A — sen8º =2 cos? 490, 
. 25 sen 80 

de donde. R= osiágo =8” ea 


5º Dos caminos convergen, . onda un ofniiilo A 
“de 1080 3d; +. se los quiere enlazur por medio de un arco de 
círculo de ão m. de radio, Á qué distancia del punto : | 
ha de principiar el areo: e enlace? à e qo 


ré Angulo BAO — A, O = got, 


mo pras ES dota é, 


Ángulô AOB = 900 — ba 5 350457. 


El triângulo ' reetânguloAOB da : ócio so 
pit ão ig AB... 
é = . Po | OB. == tg AUB;'' | 
oo de ond “AB OB AOB isa 
6 - AB= 250 tg a, 


log 250 = 9, 397 94, 
log tg 350 45 = 1,85727, 


log AB = 2,25594.. 
AB = - 479m ETA 
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6º Búsquese el área de un poligono regular de 18 lados, 
conociendo la longitud del lado, 14m 65. 


El ángulo central del. poligono tiene Ea ó sea ge. 


Uniendo. el centro con dos vértices consecutivas, resultará 
un triângulo isósceles cuyos ángulos de la base tienen 
1800 — Eta 


3 ósea 80º.. a 
El área del triângulo será (no 64, o: ig a 
es 41 65? >< sen?800 
peiccetat nisigsaid 6! at dê sem 200 2, 


9 >< 11,65? x sen? 800 


y la del poligono : en OO 


=9I5tma. 

to Resolver un triângulo is “tonociendo tn 
cateto,. de 45 m.,-Y, la iferencia de 100 48, entre los 
dos ángulos agudos. oo 


La suma de los ángulos agudos es 
de' 900: siendo su diferencia de 10048, a 
tendremos : 


B=—-45-1-5024' = 500 UW', 
C = 45 — 50 24 = 300 36. | 
Si AB=-45m es el cateto menor, ten- 





dremos : a 
AB. 45 E E 
tg 39 36' — = AC pa de donde - AG=- 1839030 as 
- SIAC = 45 es el cateto mayor, resultará. ER ê 
» a 
AG 45 
EH = p= ap» 
de donde AB= am Gas a o 
= 150097 = colg30 36 
Cálculo de AG. Cálculo de AB. 
| “og 45= 1,653, log 45 = 1,65324, 
— — log tg39036' = 1,9765, — log cotg 390 36' = 0,08235, 
—————e——. o 
logi4G-=1 13556, log AB= 1,57086, 


AG— 54m,39.0 pedrec dostoo «AB= 31023... 
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Por lo tanto, BG=y 45º 4-54,39 — 70m,59, 
ó — B6=V454-37,23º = 58m,40, 


“80 Resolver un triângulo rectângulo, conociendo los dos 
segmentos m y n en que la bisectriz del ángulo recto 
divide ála hipotenusa. 


Sean MA=-m y MB==n los segmentos dados, 


Tenemos ; “tgaA= TA a 
& causa de la bisectriz, tenemos 
también : 
CB n. 
CAT mo. 
Fig. 26. luego gA=. = cotg B. . 


Conociendo los ângulos y la hipotenusa, fácil es encontrar 
el valor de los catetos. 


LE =senA; 


de donde BC=ABsenA 6 BG=(m--n)sena, 
AG 
E 
de donde AG=ABsenB 6 AG=(m--n)senB, 


9 Resuélvase un triángulo isósceles, conociendo el peri- 
metro 2p y el ángulo de la base C. 
A Tenemos : AC=p— CB a 


Siendo CB la proyecciôn de AC, 
CB == AGcosC; de donde 


| AC= p — AGcosC, 
AGA AGcosG=p, 
AG(1 + cosC) =p, 
é AG = p 
Fig. 27. 1 +eosG” 


Podemos transformar este resultado. 
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Siendo 4 el coseno de 0º, en la fórmula (20), en vez de p 
Y q', pongamos G y Oo, 


4 4 cos G== 008 + eos e == 2008 Sons E — con? oa 


por lo tanto, AG = — E 
2 cos! 5º 


Conociendo AC, fácilmente se encontrará el valor de CD y 
la superficie : 
| CD = 2(p — AG). 
10º Calcular los ângulos de un triângulo rectângulo, 
sabiendo que la hipotenusa es igual á los E de la suma 


de los catetos. 


4 
! 


Tenemos las razones iguales : c 
ER 
senB — sen6 1º , á 
sumando los numeradores y los denomi- B A 
nadores de las dos primeras razones, é 
resulta : Fig. 28. 
SR Le SR | 
sen Bt-senG 1 
de donde senB sen C=— LTS, 
E | 
Pero a= a (b + c), 
Ta bt+-e 7 
luego bI-c= Rr 4 E 


Porlo tanto sen B + senC = Us 
Transformemos este resultado. La fórmula (18) da, 
poniendo By Genvezdepyq: 


sen B-|-senG=2sen Ea ds ços ie = 4 








y como B-+-C=-900; tenemos : 


9 sen 45º cos RR == E 
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B—G 121 1 WE-o1nã 
cos = Aosmas od SS dO N 


log 0,7 = 1,18450, 
log (2 = 0,15051, 


log cos da =— 1,99561 ... 808, 





Conociendo la semisuma 45º de los ângulos y su semidi- 
ferencia 80 8', tendremos : 


B= 4508853 8, 
C=450 — 80836059. 


CAPÍTULO V 


APLICACIÓN. DE LA TRIGONOMETRÍA 
Á LA AGRIMENSURA 


ProsLEMA I. Calcúlese la superficw de un terreno cu: ya 
forma es la de un cuadrilátero, conociendo los cuatro lados 
y dos quços opuestos. 





AB = A8m 35, 
AD = 22m,60, 
o. DG = 58m,70, 
Datos 
BG — 50m,10 
Fig. 20. DAB = 84º45', 
Trácese la diagonal BD. BCGD — 57012. 


Tenemos : Sup. BAD=48,35><11,30 sen 84045' — 544m?. 
Sup. BCD=29,35< 50,10 sen 57012'—1 236m?; 


Sup. ABCD =1780n” 
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Nota. Este procediniento facilita el hallar la superficie 
de un terreno en que no se puede entrar. 


ProBLEMA II. Calcúlese la superficie de un ter *eno cuya 
forma es la del cuadrilátero ABCD, conociendo la diago- 
nal AG y los cuatro ángulos adyacentes à esta diagonal. 





AC = 148,60, 
Angulo BAC = 380145, 
Datos « BCA=28040, 
«  DAC=34024, 
«q  DCA=50057. Fig. 30. | 


Ângulo ABC= 180º — (BAC + BCA)==1130 5; 
su suplemento =66055, | E 

Ângulo ADC = 180º — (DAC +-DCA) = 94044; 
su suplemento = 850146. 

Tendremos (no 47) : 


2 ) 
Sup. ACB= 148,60º >< sen Gas: sen 280 40' —8564mº 50, 
Su : — acp=— 14880 >< ce Fis sen50sa! 4855mº, 


Sup. ABCD =8419m2,50. 


ProBLEMA III. Determinese la altura de una torre cuyo 
pie es inaccesíble. 


Primero se elige y se mide en el terreno una:'base horizontal 
en cuanto sea posible, y cuya lon- | 

gitud sea poco thás ó menos igual 
à la altura de la torre; en seguida, 
por medio del grafômetro, se 
determina el ángulo BCE formado 
por la horizontal que pasa por e 
centro del aparato y la visual CB. 
Asi conocemos, en el triângulo 
rectângulo BEG, un cateto CE y E 
un ángulo agudo BCE; por con- Fig. 94. 
siguiente podremos calcular la altura BE. 
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Sean AD —34m y BCE — 23016. 
Tendremos : t923º146 = LE = — E R 
de donde BE — 34 tg 23016. 


log 34 = 1,531 48, 
log tg 23016! = 1,63345, 


log BE = 1,16493.... 14m 62. 


Supongamos que la altura CD del pie del grafómetro sea 
de 1m,30, por ejemplo; la altura de la torre será 14,62 + 1,3, 
ó sea 45m 192. 


ProBLEMA IV. Determiínese la altura de un edificio cuyo 
pie es inaccesible. 


Sea de determinar la altura 
de un campanario. 


Se elige y se mide primero 
en el terreno una base AB que 
esté en un mismo plano verti- 
cal con la altura; luego se 
determinan los ângulos MCE, 

pe ' "MDE, como en el problema 
“ed A MM Dane precedente. 
Sean AB=25m, 
MDE = 64018, 
fi MCE = 4809. 
El suplemento MDG del ángulo MDE es de 1150 42”. 
El ángulo M==1800 — (115042 1-48º9), ósea 16º9. 
En el triângulo MDC, tenemos (nº 99) : 





senM | senC, 
CD ” MD 'º 

: CD sen G 
de donde MD =- O di 


En el triângulo rectângulo MED, tenemos también (no53) : 
ME = MD sen MDE,; 
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de donde, sustituyendo el valor de MD, 
ME= CD sen € sen MDE — 25 sen 4809' sen 640 18' 
sen M sen 16º 9 E 
log 25 = 1,39794, 
log sen 4809' — 1,87209, 
log sen 640148! = 1,954 76, 
colog sen 1609' = 0,555 72. 


log ME = 1,78051 ... 60m,39, 


Afiadiendo 1m,30, altura del pie del grafômetro, resul- 
tará la altura del campanario, 617,68. 


ProBLEMA V. Dos operadores colocados à 1500 metros 
úno de ótro en un camino que se supone horizontal, dirigen 
al mismo tiempo la visual à un globo aerostático en el mo- 
mento en que pasa por el plano vertical del camino; el « 
primer operador observa que la visual hacia el globo forma 
con el caminc ur ângulo de 81º15', y el segundo, un ângulo 
de 15º30'. Calcúlese la altura en que se encuentra el globo. 


Sea AB el camino, y G el globo. 


Ângulo CG = 1800 — 156045' = 23015. É 


Tenemos sup. ACGB — dba, 





er 28 “ 

de donde CD =— AB 
AB'senA.senB | 

pero (no 64) S= PE Do mes 


2AB'senA senB  ABsenAsenB 
dedonde CD=oABsenG — smnG 


1500 sen 81015' sen 75030' 
ó CD = sen 230 : 


log 1500 = 3,17609, 

log sen 81016' = 1,99499, 

log sen 75º30' = 1,98594, 

colog sen 23015! = 0,40368, 
log CD = 3,56063 ... 3636 metros, .. 





D 
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ProBLEMA VI. Determinese la altura de un monte. 


Eligese una base AB, lo más cómoda que se pueda, y se 
miden los ángulos MBA y MAB, inclinando el grafômetro en 
la dirección del plano MAB ; en seguida se mideel ângulo MAN, 

formado por la dirección 

AM y la horizontal AN 
* trazada en el plano de la 
“ vertical MN y de A. 

Se calcula la longitud de . 

MA en el triângulo MAB, 

en que sc conoce la base 

AB y los ângulos adya- 

centes. 





Tuego se calcula la altura. MN en el triângulo rectângulo 
MNA, en que se conoce ta hipotenusa MA y el ângulo 
agudo: A. | 

Sea AB=-450m, MBA =56017, MAB= 12% 

E MAN = 580. 
do Tenemos : | 
Ângulo M = 1800 — (56017! + 72090) = 51028". 


El triângulo MAB da : = 
AB sen B 








sen M sen B 
AS "MA > de donde MA — sem 


2º En el triângulo rectângulo AMN, tenemos : 
|  MN= MA sen MAN, 

de donde | | 
UN= ABsen Bsen MAN 450 sen 56º 17' sen 580 
sen M CT  sen5ioB”  * 

"log 450 = 2,65321, 

log sen 56017' = 1,92002, 

log sen 580 = 1,92849, 

colog sen 51º23' = 0,1071416, 


log MN =2,60884 ... 406m,26. 


APLICACIÓN DE LA TRIGONOMETRÍA :À LA AGRIMENSURA 253 


La cumbre M está à 406m,26, más la altura del grafômetro, 
encima del Plano horizontal que pasa por À. 


ProsLEMA VII. Determinese la distancia que media entre 
dos puntos A y C, úno de los cuales es inaccesíble. 

Se elige y se mide una base AB C 
y los ángulos CAB y CBA formados ES 
por esta base y las visuales AG lá 
y BC. 

En el triângulo ABC, se puede 
calcular AG en funciôn de AB y 
de los ângulos adyacentes A y B. 


Sea AB=448m, A =61010 





y B= 60080. | Fig. 85. 
C=—- 1800 — - (61010 - 60º30) = = - 58090. 
rs pinta .sen Gl sen B 
aEnemos : “AB AC. 
— ABsen B 448 sen 60030 
as donde AG nO — sa DSrD 





log 448 = 2,651 98, 
log sen 60030' = 1,93970, 
colog sen 58020! = 0,07001, 
OR log AG = 2,66099 ..: 458 metros. 


PronLEMA VIII. Determinese la distancia que media entre 
dos puntos Gy D ici 


Eligese una base AB y s 
miden los ángulos CAB, CBA, 
CBD y DAB. 


"Sea AB=315m, . 
CAB = 38024', ABC — 82016, 








CBD=4305%, DAB=740; fi” RE 
por lo tanto, ABD = 38024, 4H beim 
4º Cálculo de BC. Fig. 86. 
ACB = 1800 — (38024' J- 820146") = 59090, 
senACB ' senCAB. - 815 sen38 94 


AB ES BC BG = sen 59090 * 
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log 315 =: 2,49831, 
log sen 380924! = 1,79319, 
colog sen 59020! = 0,06548, 





| log BC =-2,35698 ... 227m 5, 
2º Cálculo de BD. | 
ADB = 1800 — (740 4- 38024") = 68036, 
sen ADB | senDAB., BD— 315sen 740 | 
ddo BD? — sen6/036" * 
log 315 = 2,49831, 
log sen 740 = 1,989284, 
colog sen 67026' = 0,03407. 


| log BD = 2,51522 ... 327m 5. 
3º Cálculo de DC, en el triângulo DBC. 


- 4 
tg 5 (A+B) 
Tenemos (no 50) : 2+o = ei po : 
tg q (A —B) 
pero, en el presente caso, 
a+b=BDA-BC=555 y a—b=100, 
SA +B)= 5 (4800 — 48054) = 6803; 
luego 5d tg 6803 


6 
100 À tr (a — BE e 
tg o (A —B) 


555 j 
log 100 = 2,00000, 
log tg 6803' = 0,394 68, 
colog 555 = 3,255 74. 





log tg 5 (A — B)==1,65030 ... 2405149". 
Por lo tanto los ângulos BCD y BDG son : 


BCD — 6803 + 240519", ó sea 920849", 
BDC = 6803' — 240519", 0 sea 4305741", 
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En el triângulo DBG, tenemos : 
senBDC — senCBD po 227,5 sen 43059 
BG DG * “sen 4905741” * 
log 227,5 == 2,3569º, 
log sen43052' — 1,84079, 
colog sen 43º57' 41" = 0,15859, 


log DC = 2,35618 ... 22 À. 


EJERCICIOS Y PROBLEMAS 


4. Calcular tg 45º, sec45, conociendo sen 450 a vã. 


2. Conociendo cos60º = 0,5, calcular las otras lineas trigono- 
métricas del arco de 60º. 


3. Calcúlese cosec45º, cuando sen 45º = - v2. 

4. Si sen 36º — 0,5878; calcúlese sen 72º. 

5. Si cos60 — > calcúlese cos 30º. 

6. Si tg 40º = 0,8391, calcúlese tg 80º, 

7. Si cos 45 — 3vE , calcular el seno, el coseno y la tangente 
de 22º30'. á 

8. Transfórmese en un producto la diferencia 1 — sen2512, 

9. Transfórmese en un producto la suma 1-+tg30. 

10. Tratsfórmese en un producto la suma sen50 + E: . 

41. Transfórmese en un producto la suma cos42 4. cos 48, 

42. Transfórmese en un producto la diferencia cos8º — o 

48. 4 Para qué ángulo resulta la relación seng=2cosx? 


14. ; Ctiál es él ángulo en el que la tangente es igual á tres 
veces el seno ? 


45. Resuélvase la ecuación 2cos! a — sen? x =0,2. 

46. ; Para qué ángulo se encuentra la relación sen2e=tg xr? 
47. Resuélvase la ecuación seca — cosy = 1. 

48. ; Para qué ángulo resulta la relación seca = Jcotg a? 
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19. Resuélvase la ecuación cotga — seco = 0), 
20. Resuélvase la ecuación 2tgax — cosecg. 
214. Resuélvase la ecuación senxcosa + senta — cos?x, 


22. é Para qué ángulo se encuentra la relación 
tgr +cotg rx = 32 


23. Una escala de 157,50 alcanza en una pared vertical à la 
altura de 157,90 : ; qué ángulo forma con esa pared ? 


24. Determinese el ángulo central que intercepta un arco de 
1 m. de longitud en un circulo de 1 m. de radio. 


25. Determínese la cuerda que subtiende un arco de 2m. en 
un círculo de im. de radio. 


26. Considerando el radio terrestre igual á 6366km,196, deter. 
minese la diferencia que hay entre la longitud del arco de un 
grado y la del seno del mismo. 


27. Búsquese el ángulo que forman entre sí las diagonales de 
un rectángulo, cuando las dimensiones de éste son de 17,60 
y 0m,95. | 


28. Los catetos de un triângulo rectângulo inscrito en un cire 
culo tienen 6m. y 8m.; digase en qué relación están los arcos 
subtendidos por estos lados. 


29. Búsquese el ángulo que forman entre sí las dos diagonales 
de un trapecio isósceles, cuando las bases tienen 55m. y 92m., 
y la altura 54. 


30. ;, Cuáles son los ângulos de un rombo, siendo su superhi- 
cie de 6sm, y. el lado de 9m, 159 


31. Búsquese el ángulo que forma la diagoiidl de un cubo con 
la arista vertical adyacente, siendo 1 el lado del cubo. 


32. 4 Cuánto vale el ângulo que forma la diagonal de un para- 
lelipipedo rectângulo con: su proyección sobre la cara mayor, 
siendo las dimensiones de la figura de 36,77 y 85em.? 


33. Una carretera en línea recta forma con su proyección 
horizontal un ángulo de 318' : ;, qué camino debe recorrerse para 
llegar á un punto que esté 109m, 20 más elevado que el lugar 
en que principia ? 


34. Dos caminos se cortan en un ángulo A de 16; se los 
enlaza por medio de dos arcos que principian en un mismo 
punto P; si el radio del arco mayor tiene 300 m., calcular : 1º el 
radio del otro arco; 2º las distancias del punto A à los puntos 
de enlace. 


35. El ángulo de un rombo es de 4841618" y su lado tiene 
182m. : búsquense sus diagonales. 
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36. Calcular las diagonales der un rombo cuyo lado tiene 18m., 
y la superficie 310m?. 


37. Calcular las diagonales de un paralelogramo, sabiendo que 
el ângulo formado por dos lados es de 6214! y que estos tados 
tienen 68m. y 92m. 


38. Determinar los ángulos de un triângulo isósceles, si la 
base tiene 497,60, y el radio del circulo inscrito, 187,85. 


39. Determínense les ángulos de un triângulo isósceles, si los 
lados iguales tienen 48m. y 32m. el radio del círculo cireuns- 
crito. 


40. Un rectângulo tiene 84m. de base y 56m. de altura; sé 
une el punto medio de la base superior con los extremos de la 
base «inferior; pregúntase qué diferencia hay entre el ángulo 
formado porlas dos rectas trazadas y ei ángulo formado por una 
diagonal y la altura. 


41. Dos circunferencias cuyos radios tienen 6 y Sem. son tan- 
gentes ; 4 qué ángulo forman sus tangentes comunesal cortarse ? 


42. En un circulo de 15cm. de radio se traza una cuerda 
de 24cm., y en cada extremo de esta cuerda se traza una tan- 
gente al. círculo; é qué ángulo forman esas tangentes al cor- 
tarse ? 


43. | Cuál es el área de un polígono regular de 36 lados, 
siendo el radio del círculo de 24m.,? 


AA. Búsquese el área de un potigono regular de 9 lados, ai la 
longitud del lado es de 87,42. 


45. Indíquese el radio de la base de una torre circu lar, sabiendo 
que dos tangentes de 42m,80, trazadas desde un mismo punto, 
forman un ângulo de 26030". 


46. Calcúlese la superficie de un rectângulo, conociendo su 
diagonal de 184m. y el ángulo de 24º10' que forma con la base. 


4'7. Calcúlese la superficie de un triángulo, conociendo un lado 
de 577,06, el ángulo opuesto de 85º, y la diferencia 20º16' de 
los ótros dos. 


48. Búsquense las dimensiones de un rectângulo, sabiendo 
que las diagonales tienen cada úna 109m. y forman entre sí un 
ángulo de 42048”. 


49. En un circulo de radio w se trazan dos cuerdas paralelas, 
úna de ellas igual al radio, y la segunda al lado del triângulo 

equilátero inscrito, y se juntan los extremos de estas cuerdas; 
pregúntase qué ángnlo forman estas rectas : 1º cuando se hallan 
á un mismo lado del centro ; 2º cuando se hallan á uno y otro 
lado de él. 


ALGEBRA 478. 9 i 
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“50. Calcular los ángulos de un triángulo, conociendo dos lados 
de 46 y 54 m., y el radio de 31m. del círculo circunscrito. 

51. 4; Cuál es la altura de un triângulo cuya base tiene 245m. 
y los ángulos adyacentes 54042' y 67056 9 

52. Determinense los tres lados de un triângulo, sabiendo 
que los ángulos tienen 64º50', 68º 30", 46º40', y que el radio del 
círculo inscrito es de 8em. 

583. Uno de los ángulos agudos de un triángulo rectângulo 
es A; desde el vértice del ángulo recto se baja una perpendicu- 
lar A à la hipotenusa; desde su pie se baja otra perpendicu- 
lar á la hipotenusa del triângulo formado por la primera Pperpen- 
dicula y en el que se halla el ângulo A; desde el pie de la 
segunda perpendicular se baja ótra á la hipotenusa del triângulo 
que contiene al ángulo A, y asi sucesivamente : indiquese el 
Jímite de la suma de todas estas perpendiculares si A=30º y 
h = 1 metro. 

Hágase lo mismo cuando A=45 y A= 60, 


RESOLUCIÓN DE TRIÂNGULOS. 


Resuélvase un triângulo rectângulo, conociendo : 


S4. La hipotenusa de 2040m. y un ángulo agudo de 4904' 56". 
55. La hipotenusa de 985m. y un cateto de 697m. 

56. Un cateto de 390m. y el ángulo opuesto de 54017”. 

57. Los dos catetos de 1020m. y 163ôm. 


58. Un ángulo agudo de 38º y la altura de 72m., relativa á la 
hipotenusa. 

59. Un ángulo agudo de 64º y la mediana de 517,50, relativa 
á la hipotenusa. 

60. Un ángulo agudo de 28º45' y la longitud 48 m. de la bisec- 
triz del ângulo recto. | 

61. Un ângulo agudo de 48º12' y la longitud S0m. de la bisec- 
triz de este ángulo. 

62. Un ángulo agudo de 16º40' y la longitud 104m. de la bisec- 
triz del otro ángulo agudo. 

63. La hipotenusa de 85m. y la relación */,; de los catetos. 

64. La altura de 46m., relativa à la hipotenusa, y úno de los 
segmentos adyacentes de 95 m. à 


65. Los dos segmentos de 64m. y 8im. que la altura deter mina 
en la hipotenusz 
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66. El cateto menor de 86m. vi la diferencia 18º 46 de los ángu- 
los agudos. 
67. La hipotenusa de 75m.y la altura corresfondiente de 36m. 


Resuélvase un triângulo isósceles, conociendo Ê 


68. Los lados iguales de 164m. y el ángulo comprendido 
de 42036. 


69. Los lados iguales de 75m., y la alturg de 64m., relativa a) 
tercer lado. 

70. La base de 186m. y el ángulo opuesto de 240 15/20". 

74. La basede 5ôm. y el radio 40m. del circulo circuntcrito. 

72. La base de 65 m. y el radio 21 m. del circulo inscrito. 

73. Las alturas de 22 y 40m., relativas á los lados iguales y e) 
ângulo comprendido de 48016. 

74. El ángulo del vértice de ind y el radio 48m. del círculo 
circunscrito, 
| 75. El perímetro de 200 m. y el ângulo del vértice de 26º 14". 


Triángulos cualesquiera. : 


76. Resuélvase un triángulo, conociendo un lado de 180,50 
y los ângulos adyacentes de 4335 y 61025. 


77. Resuélvase un triângulo, conociendo el lado menor 
de 216 m., úno de los ángulos adyacentes de 75º24' y la diferen- 
cia 28048 de los ótros dos. 

78. Resuélvase un triângulo, conociendo el lado mayor 
de 1800m., úno de los ángulos de 35º y la diferencia 60º de los 
ótros dos. 

79. Resuélvase un triângulo, conociendo dos lados de 285m. 
y 216m., y el ângulo de 9816 opuesto à úno de ellos. 

80. Resuélvase un triángulo, conociendo dos lados de 140m. 
y 927,5, y el ângulo de 33º 30 opuesto al lado de 92m,50. (Dor 
casos.) . 

81. Resuélvase un triângulo, conociendo dos lados de 78m. 
y 88m., y el ângulo comprendido de 54018". 

82  Resuélvase un triángulo, conociendo los tres lados 
de 310m., 415m. y 275m. 
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83. Resuélvase un triângulo,. conociendo dos lados de 120m. 
y 144m., y la superficie de 6540 m?. 


84. Un paralelógramo tiene 1 hectárea de superficie : búsquense 
sus lados, sabiendo que úna de sus diagonales forma con ellos 
ángulos que tienen respectivamente 54015" y 45045. 


85. Búsquense los ángulos y la superficie de un cuadrilátero 
cuyos lados tienen 50m., 92m., 1021n. y 9im.; sábese que los 
lados de 50m. y 92m. forman un ângulo de 88146”, y que el 
lado de 102m. es adyacente al lado de 92m. 


86. En un triángulo se conocen : el ângulo A — 60º, el lado 
opuesto a=-84m., y la superficie S= 3000m? : calcular tos 
e otros dos lados y ángulos. 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


PARTE PRIMERA | 
CÁLCULO ALGEBRAICO 


S$ I. — Valor numérico. 


Hállese el valor numérico de las expresiones 


siguientes : 
da +- 3b — Te +-2ab sia=4, b=2, cm. 
— 1a +20b +3ab sia=1,b=2 y a=3, b=4. 
Ta 2ab — 12b sia=2, b=1y a=10, b=3. 
18ab— 10a — 8b, sia=12,b=b y a=5, b=12. 
3a—bb-+-6c—ab-+2bc-+ae si a=2, b=4, c=6. 
dabt-3be—2Zac4-a—b—c si a=1, b=2, c—0. 
18abc — 13ac — 8ab — Bbc si a=0, b=4,c=3. 
12a — 13b + 18ab + 16bc sia=12, b=1, c=o0. 
Boy-+18007— 1500y-+-50z si 2=-100, y=-1000, 2=1.. 
de + 12y— 15zd-40yz  sirx=5, y=6, 2=8. 
a — b3 4- ab? +- 49 sia=b5, b=1. 
Ja? — Bab +-6a*b* sia=2, b=4 y a=4,b=2. 
18abe — 13ac +- 8ab — Bbc sia=1, b=4, c=3. 
12ab—Da? 4- 6bº— 3ab? + ab +3 si 4=3, b=1. 
15a?b? + 30a!b? — 60b4c? sia=4, b=2, c=0. 
Sa?bict— 1Batbic'4-Sa'b'c?—1790 si a—2, b—A4, e=t. 
a*+22b+3ab!+-4ab' Hb! sia=1, b=2 


18. 
19. 
20. 
21. 
22, 
23. 
2h. 
25. 
26. 


27. 


28. 
29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 
35. 
36. 
87. 
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Gabic? — 3a?bc? — ha?b%c + able! si a=1, b=2, c—3. 
3ab + ba?b? + 30ºb? + 20 º sa=—2, b=1. 
a —. dt 1 180%? — Basb? gia=5. b=—. 
“ab! — atb + 3aºb? — 6a'b? sia=—1,. v==1. 
60aºb? — 40a3b? +- at — bt sia=—3, b=— 2. 
ad + hay + 6ax%y? 4 Say? + y! ei 2=—8, y=— 2. 
28— Bety 4+1003y3-— 100%y' + bayi— y* si u=3, y=2. 
Sab — Tab! -+a?b' —Bab'-[-b* si a=—10,b=—3. 
asb? — atbe* — a3b3c* + atb — ab! +- ac' — bic? 

si a=—14, b=—2, ec=0. 
ab! — aPe + a3b? — atbe + ab? + ate? + abe? + ac* 

si a=—1, b=0, c=—2. 


Sab —6ab! pia pd! sda=5, b=5. 


jatb' — Basb! + 400º 2 ei a=>, b=—4. 
notbe — Gatts path — Bial! aia=4, b=—5. 
TP — ay — SP 49 + BIA 
si w=3, p=— 5. 
Batbi + 20ºb? — hatb — abt — b 
| si a= : pb=—2. 
16xty? — Batyt — hay + 32xy! — Ba? — 8yº 
de= y=—5 


they +3y—1 sin=4, y=5. 
(a+b)—(a—b)3 + 2ab dass dei. 
(UP — (bit had! sia=17, b=13. 
(ab tO—+(e—as 


sia=1,b=2, c=3. 
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38. (3a +4b)(4b —3a) —360%b — sia= E b=d. 


39. (142 43b)(1 +20 — 3) — 4a 


e pt: 
Radio É da 


4o. (vtry—-i(vt-y(o-yto)t(o—y) 
É is e 
sir=—2, y=—4, =9- 

44. 4(2L-b—-c)—(b4Aco(c—a!—b) (ab) 

(*—bta?) sia=—1,b=2, c=3. - 
ab be ac 1 | 1º 

2. cratortartoto 

sia=1, b=2, c=3. 


43. (a—b[(a-Hb)! (bo) — (a + 0) (a — e] 


sia=1, b=—2, 6=83. 


44. dlztyb—a(e—y)](a8—) 
sia=2,b=—3,2=5,y=— 2. 


- a b? ao b j ; 
Go. o e e a+b mn SD 81 = a b=— 10. 
as — b3 Za + Bb q? — q? 


16. rp toe Tate 
| sia=5, b=—3, cl. 
a! +- 40% 4- 6aºb? 4-4 abs 4- bt E esa ane 
4a. 35 + 3aib + Sadi + b5 | si ei b=3. 
2 mai? 
efa + eg O 1º siz=5 y=0. 
us. pda Ta T—y 
á +irytyo o x do GEE a 
ano Zo si 7x=-10, y=6. 
das +4- 3x! — be 4-1 








49. Ux! — = —3. 
de 13 » | | 
2-3 + mg)? : 
co Etegit e (o gt) 


jo x=4,2% g=—4, 


a 
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Calcúlese el valor de los polinomios siguientes : 


51. 
2. 


5 3. 


S4. 


55. 


56. 
57. 


58. 
59. 
60. 


61. 
62. 
63. 


G4. 


a 


das 124 BD Lo)  a=1,—Ayá. 


de 1 47º — br! 1 br — 2, 2e=2,—77y10. 
Gas 1 By! — 42º +89, 2=2 45. 
1228 + bas +34 p hos nt — Gr 43 

x=s E 

| is 

ds 31 Ba! Pr 44 2=0, 1,2,3, 10. 


$ II. — Adición. 
Súmense los polinomios siguientes : 


(6a + 4m — 22) + (Sa -- 6b — 3m) + (10b + m — 4a). 


(Sp + 49 — x — 18y) + (3q — 4m + 3x + 9y) 
+ (Qm — p — Tg + 69). 


Gr+%W—2)+Qy— 3 — Ba) HQ — By +32) 


+ (42 — 49). 
(Ja! + ab — 2ab? + b?) + (Sab? — 20?b ++ b?) 
+ (a*b — ab? +- 359. 
(dx? + 2a 4-4) + (Tx? + 4x — 9) + (8º — 12x — 4) 
+ (Sa? — Ta — 2). 
(Sab? + 8aºb3 + 1) = (3atb? — 903b?) + (Ba b3 — 4), 
(18a*b — c?) + (160%b? — 40?) 4- (— 2aºb 4- 803h7). | 
(3a*b — 3ab? 1 b?) A- (ab — b3 + ab?) 
+ (ab? — 20%b — b%) A- (3 — ab). 
(xy — x2ºz + xy — 22) ++ (ty — ay 4 az — qº2) 
+ (Qxy + 2ez — ay) + (Cote — ay — Pes) 


65. 


66. 


67. 


69. 


70. 


74. 


12. 


43. 


74. 
45. 
46. 
41. 
48. 
79. 
80. 


- CÁLCULO ALGEBRAICO zZ05 
(a3be — ab*c — abc?) +- (Zab?e — abc? — a?bc) 
+ (able + abc? — 2a?be) +- (a?be — abtc +- abe?). 
(meg)r(err- SD) +(r- +), 
— Batbt) + fia — tab) a— E —Sa8bs), 


Garbo) +Ca tb po y-a+$ ). 
(E) ESA (gaga) 
Goryro (SL —w—), 
(3a*b + Sabe + 2ab + bº) 

E (a ab — 3a?b — Datba 4359) 


+ (hab + a?b? — ab) + (abs — Abs — a?b3) 


( & + ap?) dia ( gs Et as 3atb?) + (— sr + Tab?) ; 
3 


(5 abre — z avr) +(— = aba + E abro) 


e 


+ $ aêb2c. 


S HI. — Sustracción. 
Efectúense las restas siguientes : 


(la—2b +-c)— (da— b +-c). 

(Za — 3b 4- 8c — 23x) — (a +- 2b — 4c — 207). 

Cp — 3q— 6x4-4y+4-527)—(— 4p— Ig — 6x + Jy — Ba). 
(3a? — Z2ab + b* — 3cº) — (a? — Bab + 3b? — 20% 

(lx3 ++ 27º — Br 4-4) — (5x3 + 62º — 2x — 6). 

(a? — 10xy + 5y? — 7) — (4x! — 8xy + 4yº — 9). 
(Sx!y — 3xy? + yº + 3d) — (aºy + 22y? + dyº + 4d). 
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81. (1202— 14434 +b)— (6a? — 4 — ha 4 3b). 
82. (Satb? — 24353 + 4a?b! — 3abs + 29) 

— (ab? — abs + 2bº + 3a?b! — 209), 
88. (Sab! — 403! + Ba?bs — 2ab8 + bº) 

— (Gatbs — 4abs — Ba3b! + Sab! — b9. 
84. (Batbse — ha*b*e? — Ba?bte? + 4abc) 

— (a?bic* | 4abe — ha?b>e? — atb3c?). 


85. 302 — ab 5) — (2a? —op — 5"). 


86. (Ator fardo) (—Totutgar ças). 


87... ( 8Sa'b'g— 16atb?x?— Pi )— (spa — Pal —Basbia) , 


88. (5 at+8ab — q br) — (dat — ab— qb), 
89. ( 


à) 


Taty — Bay — 4 a) — (Sat — taty Bety), 
90. (5216 3ye+ +) e (Fe 3 +T — 3ys), 
( 


91. Cp 5 a )—(80º + Lp 10). 


92. Dados los polinomios : 
P =4803b? J- 56aºb? — 34ab! 1- 5958, 
P' = 1303b? — 140ºbº 1- 26ab! — 30b5, 
P" = 150º%º 4 700ºb? — 600b* — 30bº, 
P'! — 200ºb? 4- 30b*, 
calcúlese : 14o P— P'; 20P— P”;, 30 P — P“, 
93. Dados los polinomios : 
P — 9%! — 2a? + ata? — bio + b!, 
P' = Bat + sb? — Baba? — ate 4 b', 
P"' =27º — ax + Tb'a? — Qb'g — at, 
P" = x! — 409º + 3Jaºxº 4 4a'bo — 2aºb?, 
calcúlese : P— (P' + P” + P”). 








94. 
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Dados los polinomios : 
P = 3x — Taty? 1- Baix? + Zatzt — Vagas, 
P' = Ba'y! — 205x + 3a?xt 1- 4aaº — Vada?, 
P” =20'2* | Tate att — 3atr!, 
P” = aix* — Gas — "aa? — Bass + 4a'at, 


calcúlese (P-+- P)— (P” + P”). 


95. 


Dados los polinomios : 
P' = 127º — 32º + 8a'xº — 9a?x — 4a?, 
P' =27! 1 Bax? — 12037º — 3x — 3at, 
P! = br! — 207º 4 8a'73º — “laix — at, 
Pp! = 3x! 4 ax — ax, 


calcúlese P—(P' + P” + P'. 


96. 


97. 
98. 
99. 
100. 
101. 


102. 2y 
1083. 


104. 


105. 
106. 


Efectúense las operaciones indicadas : 


(6m —4p-+q)+(Sa—29)—(m — 3p — q) —(a + 4m — 8x) 
+(ix— 2a —-m+q). 

(a + 2) — (a + 2x) + (a + 37) — (a + 4x). 

(3Ja—5b — Tx 1-8y) — (a 4-6x — 3y) — (12x04-11y — 5b). 


4 — (23 4 Jax? + a'x + 0?) — (13 — 493 — atx — 3ax?). 


(30º — Tax + 2x?) — (a? + 20x — 2º) — (— Tax + 32º. 


6x? — (Guy + 2uz) — (uz — day) + (Guz — da). 


puetgb + (gua) -(g0— que) 


(83 ate) — (3 qate 2 b)—(sga%e— 4768) 
(la? — bay +64?) — (22º +-30y — y?) — Gaia 

+ (42y — 19º). 
Im — (Gn + 29) + Mm — bp + 2m) +9p— (Gm +20). 
Va? — (18a%b + 15ab? — 1703) — (7b3 — Ba?b — 10ab?). 
la—-b—(b+e—-d+(b+e—-di+(2b—a). 
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108. (atb—-c)—(a—-b—co+(a-JbA-e) . 
—(bt-c—a)—(a—b—c). 


409. at-b—c— [2a — (b— 30)). 
110. Bo — [3º — (Qx 4 3)). 

114. 3e— [y—(vx+t-y—3)). 

412. (a + 2b — 6a) — [3b — (6a — 6b)]. 
418. o + [(y— a) — (y — 2)]. | 

Ma. la + b Ee] — [— (b — 30)). 

415. 6a — [4b — (4a + 4b — 6a)). 


116. 3ac — (ab + d) + [4ac + d— (2ab — 3d)]. 

47. a—(z—2a)+(20—x)—[a— 20 — (Lao) 

418. 3ac— (ab+-d)4-[4ac + d — (2ab — 3d)] 
— [Tac — (3ab — 4d — 2ae) |. 

419. hho + [48 y — (6z + 3y — Ta) + 48] 
— [48y — 8 + 27 — (4x + y)]. 


S IV. — Multiplicación. 
Efectúense los productos siguientes $ 


420. (6a — ab + 20º b? — 145º) ( — 4ab?). 
121. (Jax? — Tax? — Bb'a? | 9x!) (— Tabig?). 
4122. (3ac + 4ab +- 7be + Cabe) (3abe), 

123. (—Ba'J-3Jab — 85º) (— 9ab). 

124. (14aºb — Ja?c — 2b*c + 4b*c*) (— 8abe?). 
4125. (— 6a*x*y — 4ax?y3 — Ta?xy?) (— Da*wcy), 
126. (2a! — Bb%c? — Tac? +- 9c?) (— 10ab*c?). 
4122. (— ab) (ab?) (— a?b) (— a?b?). 

128. (— 3x?) (— 42º) (— Ba) (— 1). 


429. 
430. 
431. 
432. 
4383. 
184. 
435. 
136. 
137. 
138. 
39. 
140. 
141. 
142. 
448. 
144. 
445. 
146. 
147. 
148. 
149. 
150. 
451. 
158. 
458. 
154. 
155. 
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(2a +- 2b) (a + 20). 
(ae +- 8) (xe ++ 10). 
(x — 5) (x — 7). 
(x —1) (2+ $) 
(e+ a?) (2 — bj, 
(a? + x?) (a? — a?). 
(2 + ab) (2 — a?b). 
(a+- b—c)(a—b-+o. 
(Sa — 49) (7 — y). 
(4a — 5b) (3a + 4b). 
(4m + 9n) (m — Sn). 
(3a? — 25?) (2a? — db). 
(dx? — 3 xy — 2yº) (2º — 2xy). 
(8a? — 4a?b 1- 2ab? — bº) (2a — 3b). 
(Sa? — day + 29º) (103 — Tacy). 
(x8 - 3103 4-9) (203 — 3). 
(278 — 9atb! + 3a?b* — b12) (3a? +- b9). 
(16a* + 402b* + bº) (4a? — bº). 
(49º +- 56a%b + 645?) (1a? — 85). 
(9x* + 3ax +- a?) (3x — a). 
(as + ab d- ab? 4- a?b' 1 ab' + bº) (a — b). 
(— dy tary+ay — ty?) (— o — 9). 
(03 — ax? 1 atx — a) (x +- a). 
(as + ax + ata? + aa 4 24) (x — q). 
(ax +- a?x? + at?) (1 — ax). 
(a* — a%b + a?b? — ab' 4- bi) (a +4- b). 
(8 — ty ay — yº) (2 4-9). 
(24 — Day + 4x02y? — 8xyº + 169º) (x + 29). 


(at + yº + xy) (2º + y* — ay). E 
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158. 
159. 
160. 
164. 
162. 
163. 
164. 
165. 
166. 
167. 
168. 
169. 
170. 
171. 


172. 


173. 
174. 
175. 
176. 
177. 
178. 
179. 
180. 


181. 


182. 
183. 
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(0º — 2xcy + 3º) (2? + 20y + 9%). | 
(3a? + 2ab + b?) ( — 34º + 2ab — b9. 
3—2r 4 40º) (| 4 x — 29º. | 
(+ gy cy) (2º + 9º + oy). 
(at+-b—-c(a—b-+o). 

(a+-4b— c) (a — 4b +). 

(0—b— ec) (bLc—a?.- 
(8— 3 1-2—1) (24 a 41). 
(1+2a+43-+4e) (1 +24 —3b — 40). 
(03 + 27º 20 4 1)(23 — 220º +27 —1). 
(308 — 2003 + 9ab! — 8b5) (4a? + Bab — 6b%). 
(*-ctH)(tteto) (ta) 


e 


(4º — 3x 4-2) (3at +20 — 1) (2º — 27 43). 


La++(e—d][(a+d—(e— a) 


(7 0+3%0— Za?) (22t— ar — 5). 


Efectúense las operaciones indicadas : 


(a + a) (a + 2x) (a + 3x) (a ++ 4x) 
Qa + 2) (3a +- 2x) (4a + 3x) (Da + 42). 
(a? +- ax +- x?) (a? — ax + 2?) (a— x). 


rr rer0(e- ++ 


(27 — 3y)? (2x +- 3y). 

(2xy — 32) (y — 2)*. 
(atb-e—d)—-(ctd—-a—by. 
(a+b3— (a — b3— Qb3, | 
(mtn)—(m>an(mAn)(m—n). 


(4a? + 4atx + a?) (16x! | 8aty? | a?)(427º — 4aix + a). 
(a+bz+tb+Jy—[a—b)z—(b—o)y] 


184. 
185. 
186. 
187. 
18s. 
189. 
190. 
491. 
198. 
198. 
194. 
195. 
196. 
197. 
198. 
199. 
200. 
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[at + (n— De + 1] (x + 1). 
[ba*—(b— oz] (x +41). 
[na* + (a + me + nix — 1). 
2 — [De — 243 +y) — Me +99). 
3la— Ub — es d)). 
(a—bYa-+-b—e)++(b — o) (b +e—a)+e—a)(etra— b). 
Ca — x) (2b — y) + (a + 22) (b + 29) — 5 (ab + xy). 
(at — 9º) (a? + 9º) (at + 99) (2º + 99). 
(2º +ao+1) (2 — x +41) (ut — a? 4-1). 
a (2b +30) — [c (2a + b) — db (c— 29)). 
(e — y) (xe + 3) — [cy — (xy — 2º) |. 
(Ca — b) (2a + b) + ab — b (a — b). 
3(a? — b?) — [20º — 2b? — 20b — 2b (b — a — b)). 
(o — y) (2 + 9) — [xy — (xy — a?)). 
2x + y — (a + 29)] [dee — 2y — (20 — 39)]. | 
[2º + (a + b) + (02 4 5%)] [22— (a — db) +-(0? — bo]. 
[30º — 2a (a — b) — b (a + b)) 2a? — 3ab +- bº). 


S V. — División. 


Efectúense las divisiones siguientes : 


4a?be? : 2abe?. 
6a'xty : Jaz. 
1Da? xy* : 3Jay?. 
6a?xiy? : — Jatxy? 
Ba'b'cid : — ab?. 
— Baib'cida : 4aºb'dz. 
— 104233: : 130%. 
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— 1430ºb%ctx?y + Maibtr, 
— 2160º%b*dx? : 9aba?. 
— 1202c'73 : 2ac3, 
— 128mnºp'q'a? : — 32mên?ptg, 
— 1050ºb'xty3.: — 1Sab?a3y3, 
— 149Batbicidt: — 43a!b2d3, 
a 3600%344)?23 : 12037%y?z. 
(24ab — 18ac +- 30ad) : 6a. 
(18mi + 1ôm? — Im? + Gm; : 3m. 
(1Dab — 1203b? — 9a%b8 1 Gab?) : Jab. 
(Sab? — 6a3b? 1 4a?bt — 2aºb%) : (— 202b*). 
(4003 + 320% — 4803x7* — 160%) : — 8a. 
(Ba? — 49atbfe — 28a3b? | 2102) : — Tab. 
- U6a?b%a — 8a%ca? — 2ha?da + 160%) : 4atr. 
(100! 4- 80ºxº — 420373 — 4ag) : (— 4ax). 
(— 120º%x'y — 18aºx%y — 160x0yº + 240º?) : — 2agy. 
(— 1120ºb%0? +- 24aºbe? + 16ab3c3 — 32ab3c4) : — Sabe?. 


- (G4atitys — 3602733 + 6Jatx2y3) : — 9a?xy. 


(am —an):(m—n). 

(ima — ne—my+ny):(m—n). 

(ad+-bd—cd—af—bf-+ef):(d— f). 

(a? + 4ab +32): (a 4). 

(2a? — 16a + 6) : (a + 3). 

(Sus + 1528 + Be +15): (243). 

(300º + 470*4- 13041): (Sa +1). | 
(a* — datb + 100ºb3 — 100ºb3 — Babs — b3) : (a — bd) 

(a! + 80º +2Ma' + 3a +16):(2 +79. 

(3a? + 14x +4- 157º): (a + 30). 

(6a! + atx — 152º) : (20º — 37). 
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237. — (82?4-227yº— 2094): (20 + 4y3). 
238. (6aºb — 17a?b? + 14ab? — 3b9) : (Pa — 30). 
239. (Ufa ta Las): (8 —4). 
240. . (2x! — 6º +37? — Br 4-1): (at — Br 4-1). 
241.  (64?—9ab 1 8ax + Gba — 82º): (Ca — 3b + 42). 


242, (2a! — 130ºb + 310ºb? — 38abº 1 2459): 
(2a? —3ab + 4b%). 

243, (PHPLID—N:(aptb— 1). 

244%. Gretray:(ap1i—a). 

245. [203 + 7a?b — 9b? (a + by] : Ca — 3b). 

246. (4-qorge-So):(2 Lo) 


247. (Gerar go-s) (32—2) 


Hállese, sin efectuar las operaciones, el residuo 
de las divisiones siguientes : 


248. to 73-41 :g—4. : 30 08 Lyio— gy. 
2º 2*+liia—. br tyaly. 

249. (3aº + da? — 6a) : (a — 1). 

250. (at — 8x* — 9): (2 —9). 

251. (Bat 170º — 68r — 32): (2 + 3). 


252. (das + 2t — 43 | dor? bo — 2): (2 41). 
Escríbase, sin efectuar las operaciones, el cociente 


de las divisiones siguientes : 


258. 10º (a*-—1):(a —1). 3% (1! — y):(x— 3). 
2º (14 — 1): (2 4-1). go (é y): (xy)... 


274 
254. 
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to (at—1) :(a—1). | 255. “10 (08 +45): (ax). 


2º (a8—1) :(a 11). | 20 (0º — 2º) : (a — 3). 
do (8 — 499) : (mw — 9). do (97 +14) (x 4-1), 
4º (78 — y'): (x 4-y). ão (2 — 98): (e —y). 


S VI. — Descomposición en factores. 


Descompónganse en sus factores las expresiones 


256. 
257. 
258. 
259. 
260. 
261. 
262. 
268. 
264. 
265. 
266. 
267. 
268. 
269. 
270. 
“27. 
272. 
278. 
274. 


Ad. 


siguientes : : 


ab— ac-t-ad. 
12a + 15b — 3d +4- 9m. 
12xy +- 1ôxz — 18ax + 24bx, 
25aº? +- 3004 — 354º. 
1220*y — 18x0yº + 24xy. 
Gab +- 15ac — 12ad — 9am. 
— 420% — 300º%x? + 1807! — 42a4p, 
840%! — 1080043 +- 4207893 — 2280098, 
2890313: — 2ac3yz*º 4 420y'2º — 3Sax?y?z?. 
Gab? +- 2a2b*y +- 12a?bta — 4aºb*y? — 8a?b%yº. 





m' 1 mn + nº. 276. a b? a pais 

a? 1- 4ab +- 4bº. | 

dt — Bob pá | 277. GM - By p E, 

4a? 4 12ab +- 9bº. 
NOR | ms drop 
— 9a +14. 279. 20ab? — 20abe A Sac. 

2º + Sa + 16. 280. 6a'b + 120%? + 6a?b? 
— 20º +41, - 281. a? —bº. 

xt — ha? 44, 282. a?— 4b?. 


x? xy y? 283. h4a* — 9b2. 
E a 284. 22, 


285. 
286. 


2817. 


288. 
289. 
290. 
291. 


292. 
293. 


294, 
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ab? me ct. 
9a? — 16. 
1 

gº — TJ: 
250º — 64y2. 
12ab* — 3acº. 
1500ºb? — 24aºbº. 
aty? — att. 

a y? 

a DE: 

a a? — Ru b*. 
Pta 4. 

a? |- 4ab + 4bº. 
Ja? — 120b + 4b?. 


9a? — Joy 3. 
Ria — 5 ab +- 9b?. 
ab? — 2abe d- ac?. 
ba? 4- 2bxy + by? 
Zaºc — 4abc + 2be, * 


- 37º — 6xy +- 3y?. 


308. 
304. 


“305. 


306. 
307%, 
308. 
309. 
310. 
311. 

312. 
313. 
314. 
Sis. 
316. 

317. 

318. 
319. 
320. 
321. 
322. 
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x? +- ax +- ba +- ab. 
8ax — ba +- 8ay -- by. 
a? +- 2ab +- b? — c?. 
a? —2ab4-b? — c2. 
a? — b* — Qbe — e2. 
ac— ad — be +- bd. 
2 + ar — br — ab. 
var +bae-tab. 
a? + ab—a—b. 
ab—ac—b--c. 

cy + uz — 3y — 32. 
ax — 3a — 2x +- 6. 

at + bt. 

da? — 45m?. 

93 — 120%p + 4ap?. 
a + Ja? + Jaz! 4- a? 
q — 1. 

q —4. 

as — b8 


Jaxé — Jayy!. 


$ VII. — Quebrados. 


Simplifíquense las expresiones siguientes : 


3283. 


324. 


10aºbc 
Bad * 
12Zaºx 


28ag? * 


325. 


326. 


14aºbe? 
jabcd '* 


1bama3 
40bmz * 
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28. que. 846. erro 
329. put] 847. Tais aa 
830. Doi s4s. ET 

81. pis aaa 349. o 

ss» Sabia so. Swim 
335. EST 358. cida 
336. ES | 854. a 2 
387. faia A 355. DEE UBE * 
ass. 1 356. RA 

339. dane “857. Emo 

o. Sfdetot | aço ft 
“su. EU. | 359. te o 

342. ma, s60. SSD, 
sas. FUEL. | 361. “= 

Thk S5xz — 4Byz . Ja* — 4a 


Co 62. tais —4b 


863. 


864. 


365. 


366. 


367. 


368. 


369. 


370. 


371. 


372. 


883. 


385. 


386 


3817. 


388. 


“ 
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a? |- ab 


4 NA b 
aa tat E 


1+5 
. ars 





a—b 
ab 


ac +- bc - ad + bd 
ra 


a? — ab * | nda a* + ab 
datar + Taz? 974 Stritoy, 
— at—al +y 
64m? — 64nº* vy— le — 3y +46 
Bimên — Bmn? “9. ay 
4(a +- b)* 220º + 12x +. 18. 
Borba 376. É 
+ DA : 
e da tl 377. E ii 
at — qt 2 — ax + q? 
qr am 378. atira 
34 p3 =» : 
=: a 879. E — ida a 
pára 980 Jaz! +- Jada - Gai? 
a q — ax E 
4x? — 127 4-9 as + bº 
+“ 881. Gra 
9%? — 12x 4-4 6aºb? — 3a%b — 3ab? 
Ux? — Ê 382. ab* — ab á 
1 1 a? 
a(a—D(a FT da) Fat: 
a—b a 
a* — vab + b? Ea — bº qd 


1 
Fá UR 
att 





a+b a—b: 

"| a—b ab 

as — axt — atr + as 
— ax" — ax? | air * 
a! + b!— cº+2ab 
a! c—b?+Jac * 


q — À 


Trat rar 
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S VIII. — Adiclón y sustracción de quebrados. 


890. Cueca 
sa. +. 
so» b 4d. 
998. Sa 


394. SS Fan asdc: Rad 











397. m— 5) 





E as x . 
398. Pd) ; L—1º 


399. v— 





490. 2x4 da 





xo. Can. 


2 3 
a? b* 
402. CE TARECES 
nos Sete ib a+-2b 
e E» ERR ui . 
404. 1+ e 
h05. 1— + 


(x — y)? 


407. 


408. 


409. 


ho. 
MA. 
n1B. 
n13. 
h14. 
415. 


416. 


417. 


418. 


419. 


420. 


422. 


423. 


(ato a. 


hab 


:—4 
e = 
ê PS 418 é 
+ytooy 
2 
se fara 


Za? 
ad = 2 


4— ax 
das — 2, 


424. 


425. 


4271. 
431. 


432. 


ASA. 
435. 
436. 
437. 
438. 
439. 


440. 
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1 = x 
T—Yy cy" 428. E Cu aa) 
a cz 
a L— a” o 
4929. Es q 4 4a 
E e pos: 
[tdo 4-3% ASO m—n mn 
1—3r Traz: Comfn mn: 


1 Ee 1 de a 
q—5 a == 
a—b as + a?b 
E LS Ss Res 


ia E 
CC g=-To g+Ht': 
a— a a? 4-1 
a-1 EE is q -T 


30a õ 
da: — 1 + E EA A 








a? x x 
4 1 2 
, za Tyra q 


2b — b — 2 — b 
Tb a ES + Ee. 








c++ q — 4x q 4-1 
E Ren o Ata 
“e 4aºb? 


8 IX. — Multiplicación y División de Quebrados. 


441. 


442. 


Multiplicación : 
Za óbc 
3b 2 Rar Baf 


x | a b? e? 


4m. 443. 


ste 
X 


b|2 


nas. “ob Pb | me E xEçÃ, 
447, ci XT 

48. Es xp xt 

uAo. mg XE. 452. (1++) e. 
450. (ar 2a. 458. xr 
a. (a— sos Jar. 54. (5 +5)ta. | 
e (&)E-S) 

no (fo) 

457. (0+5)(a—- = 

458. Bea) (2x + 5) 

459. (*-2+ a) (849 

460. e, (a + 22). 

61. (a— Rca )(a—s, 

462. (1+2+5E sa )(1— a?) 

468. (2> 125) (E — 3). 

o Tede) + 2) 

os (+ (E-2) 
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466. 
467. 
468. 


469. 


470. 
471. 


472. 


473. 


474, 
480. 
481. 
482. 
483. 
484, 
485. 


486. 
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ei RR 
a ax 
ax + x? 9br — cx? 
9b— cx (a + x)? * 
al a a b 
(1+3) U— 3) a+b “ba 
(a, — 4) ( b b | 
a! mê” nt Es — ra) 
División : 
.a Dad , Gabi 
a: Bs: 475. Ay * Bady * 
2a , a a 
+ .4 4716. “a+rõ . +: 
a b b 
> : Rs 477. erp : (ab). 
. 2m | 1 ds mo Rd 
Zam : E SE a 478. a2— yà . Z—y 
Gab . 2ab .vty 
Say Abayf . 419 (e-+-y) : —y* 
sn. 4+b5 
(at— bº) a— b 





dr. 2x 
—2 "gg 
4a 1-2 . 2a +41 
" Da é 
(c+yr. z+ty. 
c—y “(v—yi 
at—b!, a—b 
ci—d'' ct-d' 


282 EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS: 





487. a E6 O dat 88 

a — ha? . a*—2Lax 
488. 03 Fãax "ami 
h89. | (57 + 5) : E 
490. (Es = 1) (E+S). 
um. (a — e (= e :). 
mo (e B:t-b) 
o fcitgamce pre 
494. E FR 
495. E : = ro, 
496. | (a+15a6): [1— o 


497. («— 55) (1-5) : (1— =): 


hos. 
499. 
500. 
501. 

502. 
508. 
504. 
505. 
506. 


508. 
509. 
510. 


541. 


512. 
518. 
514. 
515. 
516. 
517. 
Hs. 
519. 


PARTE SEGUNDA 


ECUACIONES DE 1 GRADO 


de + 8 = 87 4-2. 
94+9)0=117— 3. 


2 — Tax = 41x — 123. 


Ue—1=6r+98. 
24 11=30+2. 
7W—-3e=14 +24. 
100 — Be=4e — 74. 


500 — ZM 2c——4—3z. 


zx— 46 = 3x — 92. 
de— 1 = 40439. 


32:4-100=5(200—307). 


et-Ii=b(a — 39). 


2(9x — 49) = 152446. 


50 — q = x — 46). 


4(112—99)=1584—2. 


(60-+a)=19x — 84. 


(x + 25) 10x — 121. 
20 — x) = 4(20—4). 
Hx — 10) — Ba — 26. 


182: +5=34 — 2). 
60x +- 1 = 3(4x 4-3). 


H(2—19)=—8— 198%. 


1 AEE O 


520. 


521. 


522. 


5283. 


2h. 


525. 


526. 


527. 


528. 


529. 


530. 


531. 


532. 


$ I. — Ecuaciones con una incógnita. 


4 SE 39, 
co, 2x 3% 
Ra ia a 
+ E4+%=0 
o lr x 
BA q * 
E e=3—91) 
tes? 
E 240=8 
E-+0=0 
x x 
MUS +S. 


539. 


542 


543 6d 


644. 


Y 


545. 
546. 


947. 


548. 


549. 


550. 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


. pts. 535. sta 3 — =. 
; + Ode = 182, 536: E - se = —A. 


Ara, 


E -s(E-s-s 


(2-3) (2+5)-e-ye+rg=92. 


qo) +Qe—s=1(gr—m. 





eri v— | 
2g—1 z+t1t o 4 
arerio TR 
dr c—1 


8e—1—[5—(34+49)]=27—(9— 449). 
[Fe-n+5]-[2-Se:-9]=o. 
amet-bnre=am+tbdnr. | 


(rtHa=(c+bM)+2(al-br— d 
gta nn 2+b 4 
a bo om 


«7 
EE e 


A GE Te 
Aa e 


651, 


ECUACIONES DE fer GRADO 285 


ICE EEE 
p'x 


=» CE 


' $ II. — Ecuaciones con dos incógnitas. 


552. 


5083. 


555. 


556. 


557. 


558. 


559. 


560. 


561. 


562. 


563. 


c+2y=5, 

Ze +t-y=7. 
v+t-y=9, 

20x — 3y = — 4, 
3x — 2y =12, 
v+by= 
c+2y=23, 
2e— y=11. 
de—y=30, 

a +- By = 26. 
120 — By = 131, 
2c+-3y=41. 
22 — 3y = — 25, 
to— y=. 25. 

de — y=23, 

dy — de — 13. 

x + 5y = 100, 
28x — 6y=— 11. 
cv—y=—48, 
10x — 2y — — 12. 
2 + 3y = 10x + 60, 
y—)K=—2—1. 
y—3r=—8, 


3y—Bbr=y—S3. 


564. 


565. 


566. 


968. 


969. 


570. 


971. 


572. 


573. 


574. 


5765. 


20x — 33y =0, 
c—y=y—Tt. 
2—30=35-—y, 
180 = 19y + 60. 
cv—lZy=y—2, 
1d — 2y — 549. 
ct+3y=7.5, 

do — 41y = wv — 336. 
Se — 10y =— 33, 
ly+e=10y-+414. 
loe— Qy=— 17, 

yv— 3x=wv—16. 
8x — 3y = — 64, 
2y —19=30— 13. 
2loe — 2y = 47, 
Hy— 4)=2+42. 
30 — 4y — 17, 

2(y + 420) = 1143. 
Viz+ty= 13, 

2x — 3y — 14. 

da + 29y —9, 
19y— 2=—28. 

T— o = 66 +), 
2x + 3=y+ 19. 


571. 


578. 


579. 


580. 


682. 
583. 


584. 


592. 


593. 


594. 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


12x + 11y =, E 490 — 99y — 499, 
3Jy— Ux —8)=44. | “ Byt+MU— AB. 
10x — Xy —3/=130, | 586. E Am ao 
o - ES a 
2x + 3y = 18, e e mes 
Sy— (A + x) = 6. y— E =16 
dx — 3y =— — 49, 3 vg 
dy — (x — 8) = 64. 10 37% 
588. a 
3x + =—S5, a+Hã=18 
140y — Kxv— 1)=248. pe 
gs +H12= 4 410, 

a + dy = 69, 58º. 5, R 
y— 5 —1)= 128. q —2= E —s4 
c—(y—9)=89, | E 1=2—3, 
40x + 19y = 250. 590. 

| & o g= 15y —g 
3Bu — 47y = 3160, 7 TÊ=T6 

— 69,º 591. 

dz + By = 69, a 
y— (2613. PR Rd sin 





art +17E 9-8, 


HS oy=3e+4. 


Be Ty 13 
3-1 TT 
Mo +27 49 
lo+6y  HMº 
13 j 3 
zriWy+r3” 42—5y+6" 
3 A9 


ECUACIONES DE fer GRADO 





281 
59 (a + b)z — (a — byy = 4ab, 
ERR (a — be +-(a + by = 2a — 259, 
x y 4 
bras Sto 
596. E a 
afb abr a+rb' 
e (a + b)z + (a — b)y = 2ab, 
Fes (a + cja + (a — c)y = 2ae. 
kn — ab 
ESE a+b. ab” Bi-— q? 
: cy T—u  2(a2 bh) 
sa-b ab” qi: 
S III. — Ecuaciones con tres incógnitas. 
diria v+-2y—i=—14, 
co )aepoy qa, | o 00 Jet 2z=— 0, 
q — dy + 62 = 29. 2x — 3y+z=— 4. 
2x + y—2=15, 27 +y+z=24, 
600. je —yvtir=15 | 6 65. Jabyeca, 
ct4ytz=20. | 3rx— 4y —32—8. 
2x — y + 2=— 16, o 
co. | te riynis 606. (x+t-5Sytz=—2, 
v— ty +-I—2B.. (op 2x — y+-2z=—8, 
q — 2y — 102 = 13, cvt-y—z=—25, 
G02. jesrtõeo 7, Ja- us, 
o ty pr 2y +22 — 2=10. 
ct-ytu=3, e -+ Oy + 32 = 
do, | Deportes cos, jamty too 
dr —4y — 32 = 20. y—lx—bz=1 


“o 


288 EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 


Aa 
10wx—y—22=—4, 
2y — q - 42 = 84. 


612. 


613. 


| de — 8y — 62 =— 
614. 43y— 2x +4-2=10, 


ic 
ct-y—2=—9, 
27 —y1-42=—4, 
27 — y — Ge=—. 
3e +-y—2=3, 
Qy— 6x +z=8, 
18wx—5y +22=— 10. 


a 
k: 


q —Qy— 


615. 
616. 


y — 18 + es 

e 0. 

e 
3 — 100y + 5z = 13. 


618. 


e «4 cr muro 











619. 
620. 
621. 
622. 
623. 
624. 
625. 
626. 
627. 
628. 
629. 
630. 
631. 
632. 
633. 


649. 


651. 


652. 


PARTE TERCERA 


ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 








— 82 +12=0. 634. 
q — 14x (+ 13=0. 635. 2 —Tzx— 170=0. 
q* — 30x + 200 = 0. 636. a! 4-21ar — 8200. 
— Pr 1 8=0. 637. 2! —Hz—2040=0. 
2º — 60x +459=0. | 688. 2º41007=100 + 2. 
2º— 4150-+1500=0. | 639. 2!— x —9900=0. 
3 — 39x 4- 270 =0. 640. 2º 4- 2x = 196. 

23 — Nx 4-1050=0. 641. x? 41424480. 
— 4112 +4-1010=0. 642. xº1420x +19=0. 
a? — 85x +- 400 = 0. 643. 1! 4 11x +30=0. 
q + 4x — 320. 644. x? + 20x — 2x — 65. 
at + 14z — 32=0. 645. 224312 +150=0. 
2 —le—-5=0. | 646. !4+UAr=2—00. 
2*— 6r— 16=0. 647. 244202 4+51=0. 
ri— 82 — 105 =0. 648. 2! 1100=5(2—100). 

sto =30—4, 
8 12 —x 
T+" a-8 
| ari =". 
et, goto 2241 
9 Ta ud 


ÁLGEBRA 478. 


q —3y — 18=0. 





10 


290 EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 








658. + +=. 
654. € 2—(at+be+ab=0. 

655. aba! — (02 + bjx ptab=0. 
656. | cia? 4- (ac — bojx — ab = 0. 
657. 12aba? — (16aº — 95?) — 12ab =0. 
658. V30 Fe=2+ vz. 

659. | x — — q) —1. 

660. he 12/85 2=5. 

661. VzF8+vzFi= VE. 
662. TE — 4 Ee. 


6683. Formar una ecuación de segundo grado, con cosnciontos 
reales y enteros, cuyas raices sean : 


jo Ty —3. 30 Gia 
dia Ah 
22 3y3- 4 34+-/2y3—V2. 


664. Hállense dos números que tengan : | 
4º por suma 148 y por producto 45, 


Zo » 14 » 49, 
o » 4 » — 12, 
4o ) -— 10 » 16. 


665. En la ecuación x? — Tx 4- q = 0, déterminar q de modo 
que una de las raices sea igual : 


lo à 3, | | do à go 
2 à —3, go à 0. 


686. En la ecuación x? — px -+- 36 = 0, determinar p de modo 
que se tenga : 


jo v=a"!, 3% v=5+V—TA, 
a É 5 
20 qg=— — q!, ão Em] + q" — 192 


EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS 2M 


667. En la ecuación x? — 8x +4- q = 0, determinar q de modo 
que se tenga : 


to qd =a", 30 disse 
XxX 
20 q =”, | 4 Ba — 4! =3. 


ECUACIONES BICUADRADAS 


668. 1! — 5a! 1-4=0, 
669. 2!— 107! 19=0. 
670. 2!— 26x? +25=0. 


671. x! — 132º 436=0, 
672. lx;— 1a? -[-4=0. 
678 48 3 4 9=0, 





674. atbixt — (at 1-b%) x? 1 a?b? = 0, 
675. a! + 4aby? — (a? — b*)2 = 0. 


EIN 
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